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مقدمه
 

کتاب حاضر در راستای برنامۀ درسی ملی و در ادامه تغییر کتاب های ریاضی دورۀ دوم متوسطه تألیف شده است. یکی 
از تفاوت های مهم این کتاب با کتاب قبلی مربوط به دوره پیش دانشگاهی، کاهش قابل ملاحظه محتوا است. همانند 
پایه های قبلی، ساختار کتاب براساس سه محور اساسی فعالیت، کار در کلاس و تمرین قرار گرفته است. از این میان، 
»فعالیت ها« موقعیت هایی برای یادگیری و ارائه مفاهیم جدید ریاضی فراهم می کنند و این امر مستلزم مشارکت جدی 
دانش آموزان است. البته معلم هم در این میان نقشی مهم برای راهنمایی و هدایت کلی فعالیت ها به عهده دارد. با توجه 
به اینکه کتاب برای دانش آموزان سطح متوسط طراحی شده است، با درنظر گرفتن شرایط مختلف، امکان غنی سازی 
فعالیت ها و یا ساده سازی آنها به وسیله معلم وجود دارد. در هرحال تأکید اساسی مؤلفان، محور قرار دادن کتاب درسی 
در فرایند آموزش است. در همین راستا توجه به انجام فعالیت ها در کلاس درس و ایجاد فضای بحث و گفت وگو و دادن 

مجال به دانش آموز برای کشف مفاهیم به طور جدی توصیه می شود. 
زمان کلاس درس نباید به مباحثی خارج از اهداف کتاب درسی اختصاص یابد. همچنین نباید آزمون های مختلف خارج 
از مدرسه مبنای آموزش مفاهیم در کلاس درس واقع شوند، بلکه این کتاب درسی است که سطح و سبک آزمون ها را 
مشخص می کند. در بسیاری از موارد درباره کی مفهوم، حد و مرزهایی در کتاب رعایت شده است که رعایت این موضوع 
در ارزشیابی ها و آزمون های رسمی برای همه طراحان الزامی است. رعایت این محدودیت ها موجب افزایش تناسب بین 
زمان اختصاص یافته به کتاب و محتوای آن خواهد شد. شایسته است همکاران ارجمند بر رعایت این موضوع نظارت 
دقیق داشته باشند. روند کتاب نشان می دهد که ارزشیابی باید در خدمت آموزش باشد. در واقع ارزشیابی باید براساس 
از  یا توسط برخی  و  ارائه شده اند  به صورت سنتی  این، سال ها  از  احیاناً پیش  نه موضوعاتی که  و  باشد  اهداف کتاب 
کتاب های غیراستاندارد توصیه می شوند. طرح این گونه سؤالات که اهداف آموزشی کتاب را دنبال نمی کنند در کلاس 

درس و نیز در ارزشیابی ها، به هیچ عنوان توصیه نمی شود. 
اسناد  در  وضوح  به  که  روزمره،  زندگی  در  دانش  این  کاربردهای  و  پیرامون  محیط  و  مدرسه ای  ریاضیات  بین  ارتباط 
برای  تلاش  می دهد.  نشان  درسی  کتاب های  در  را  خود  تدریجی  صورت  به  است،  گرفته  قرار  تأکید  مورد  بالادستی 
برقراری این ارتباط در تصاویر کتاب نیز قابل مشاهده است که امید است مورد توجه معلمان و دانش آموزان عزیز قرار 

گیرد. 
اگر مهم ترین هدف آموزش ریاضی را پرورش تفکر ریاضی بدانیم، دیگر استفاده افراطی از فرمول ها، الگوریتم ها، قواعد 
و دستورها بدون آگاهی از چگونگی و چرایی عملکرد آنها، جایگاهی در آموزش ریاضی مدرسه ای نخواهد داشت. فرصت 
حضور دانش آموز در کلاس درس را نباید به سادگی از دست داد. فرایندهایی مانند استدلال، تعمیم، حل مسئله، طرح 
مسئله و موضوعاتی نظیر مسائل باز پاسخ، بازنمایی های چندگانه و گفتمان ریاضی نقش مهمی در پرورش تفکر ریاضی 

دانش آموزان دارد. 
مؤلفان از کلیه امکانات موجود نظیر سامانه اعتبارسنجی، وبگاه گروه ریاضی دفتر تألیف، پیام نگار )ایمیل(، دعوت از 
دبیران مجرب برای حضور در جلسات نقد و بررسی کتاب و دیگر رسانه های در دسترس برای دریافت دیدگاه ها، نقدها 
و نظرات دبیران محترم سراسر کشور بهره گرفته اند. در راستای مشارکت دبیران محترم ریاضی، پاره ای از تصاویر و 
عکس های مورد استفاده در کتاب توسط این عزیزان از استان های مختلف کشور به گروه ریاضی ارسال شده است، که 
لازم است از زحمات آنها تشکر و قدردانی شود. اعضای تیم تألیف به حضور مشارکت جدی همکاران ارجمند در امر 
نقد و بررسی کتاب افتخار می کنند. امید که همچنان شاهد این تعامل و ارتباط مؤثر باشیم.گروه تألیف آمادگی دریافت 
نظرات و دیدگاه های تمامی همکاران و اساتید را از طریق رمزینه سریع پاسخ نظرسنجی کتاب های درسی دارد.                
مؤلفان

نظرسنجی کتاب درسی
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»... و اَحاطَ بما لدََیهِم و اَحصیٰ کلَّ شیءٍ عَدَداً« )آیهٔ 28 / سورهٔ مبارکهٔ جن(
»... و او )خداوند( به آنچه نزد آنهاست احاطه دارد و همه چیز را شمارش کرده است«

روستای مشکله ـ استان گیلان ) شهرستان املش  (

درس١
درس2

فصل1ـ آمار و احتمال

درس3

شمارش

احتمال

چرخۀ آمار در حل مسائل
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فعالیت

1. فرض کنید در کتابخانهٔ مدرسه 30 کتاب متفاوت دربارهٔ روان شناسی 
و 25 کتاب متفاوت با موضوع تعلیم و تربیت اسلامی وجود دارد. اگر 
دانش آموزی فرصت داشته باشد فقط یک کتاب با موضوع روان شناسی 

یا تعلیم و تربیت اسلامی مطالعه کند، برای این کار چند انتخاب دارد؟

درس١

شمارش

اصل جمع
اگر بتوان عملی را به m طریق و عمل دیگری را به n طریق انجام داد، و این دو عمل را نتوان با هم انجام داد، 
در این صورت به )m   + n( طریق می  توان عمل اول »یا« عمل دوم را انجام داد. )اصل جمع به بیش از دو عمل 

نیز قابل تعمیم است.(

واضح است که او می  تواند یکی از 30 کتاب روان شناسی »یا« یکی از 25 کتاب تعلیم و تربیت اسلامی را انتخاب و مطالعه کند و 
در مجموع، 55 = ... + ... راه انتخاب دارد.

2. خانم فاطمی پرستار بیمارستان حضرت زینب )س( است. او می  تواند به صورت »رایگان« )استفاده از سرویس بیمارستان یا 
پیاده روی( یا با »پرداخت هزینه« )استفاده از تاکسی، اتوبوس یا مترو( به محل کارش برود. خانم فاطمی برای رسیدن به محل کارش 
چند انتخاب دارد؟ همهٔ حالت های ممکن را که او می  تواند به صورت رایگان »یا« با پرداخت هزینه به محل کارش برود، در یک 

.A=}مجموعه بنویسید: },.... ,.... ,.... ,.... , پیاده روی
شما برای حل کردن هر دو قسمت، از قاعده یا اصلی استفاده کردید که به اصل جمع معروف است و به صورت زیر بیان می  شود.
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مثال:  شما به چند طریق می  توانید فقط یک خودکار یا یک مداد یا یک روان نویس را از بین چهار خودکار با چهار رنگ مختلف 
و پنج مداد با رنگ های متفاوت و سه روان نویس با رنگ های متمایز انتخاب کنید؟

حل: در صورت مسئله از لفظ »یا« استفاده شده و قید شده است که فقط یکی از این اشیا می  تواند انتخاب شود؛ بنابراین، طبق 
اصل جمع داریم:

12=3+4+5 = تعداد انتخاب ها 	

فعالیت
فرض کنید دانشجویی می  خواهد از بین دو درس عمومی ارائه شده، یک درس عمومی و از میان سه درس اختصاصی ارائه شده، 

یک درس را انتخاب کند. او به چند طریق می  تواند یک درس عمومی » و« یک درس اختصاصی خود را انتخاب کند؟
با کامل کردن نمودار زیر به سؤال بالا پاسخ دهید:

انتخاب درس عمومی به دو طریق امکان پذیر است و هر کدام که انتخاب شود برای انتخاب درس اختصاصی..... راه انتخاب 
وجود دارد. پس در کل، این کار به .... =.... ×.... طریق امکان پذیر است.

  عمومی )1(

عمومی )2(

اختصاصی )2( 
...........

...........

اختصاصی )3( 

...........

...........

اصل ضرب
اگر عملی طی دو مرحلهٔ اول و دوم انجام پذیرد، طوری که در مرحلهٔ اول به m طریق » و« در مرحلهٔ دوم هر 
کدام از این m طریق به n روش انجام پذیر باشند، در کل آن عمل به m * n طریق انجام پذیر است. )اصل ضرب 

قابل تعمیم به بیشتر  از دو مرحله است.(
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 B و A مثال: مدیرعامل یک شرکت برای تصمیم گیری دربارهٔ توسعهٔ شرکت، 15 نفر از سهام داران و هیئت امنا را در دو گروه
دسته بندی می  کند. 7 نفر از آنها در گروه A  و 8 نفر در گروه B قرار می  گیرند. اعضای گروه A باید دربارۀ نتایج مساعد احتمالی 

و اعضای گروه B دربارهٔ نتایج نامساعد احتمالی تحقیق کنند.
الف( مدیرعامل به چند طریق می  تواند فقط با یک نفر از این 15 نفر مشورت کند؟

ب( اگر مدیرعامل بخواهد از هر دو گروه مشورت بگیرد به شرط آنکه از هر گروه 1 نفر نتیجهٔ تحقیقاتش را با او در میان بگذارد، 
به چند طریق می  تواند این کار را انجام دهد؟

راه حل: 
الف( از اصل جمع استفاده می کنیم؛ زیرا مدیرعامل می  تواند یک نفر از گروه A »یا«  یک نفر از گروه B را به 15=8+7 طریق 

انتخاب کند.
ب( در این حالت، مدیرعامل می تواند به 7 طریق یک نفر از گروه A را انتخاب کند »و« به ازای هر انتخاب از A، به 8 طریق 

می  تواند یک نفر از گروه B را انتخاب کند. بنابراین، طبق اصل ضرب به 56=8×7 طریق می  تواند این کار را انجام دهد.

کار در کلاس
مطابق شکل زیر، میان چهار شهر C ،B ،A و D راه هایی وجود دارد؛ مشخص کنید که به چند طریق می  توان:

الف( از شهر A به شهر C و از طریق شهر B سفر کرد؟ 
از A به B سه راه وجود دارد. از هر کدام از این سه راه که به B برسیم، برای رفتن به C چهار راه موجود است؛ بنابراین، طبق 

اصل ضرب به .... =.... ×.... طریق می  توان از A به C )از طریق B( سفر کرد.
B

A C

D

ب( از شهر A به شهر C سفر کرد؟
بنابراین:  انتخاب کرد )اصل...(؛  »یا« ... → ... → A را   A→B   →C از دو مسیر  C می  توان یکی  به   A از   برای سفر 
C به A تعداد راه های سفر از = B از طریق شهر C به A تعداد راه های سفر از + D از طریق شهر C به A تعداد راه های سفر از 

=3*4+3 * ...= ... 	
پ( از شهر B به شهر D سفر کرد؟

برای رفتن از شهر B به شهر D می  توان یکی از دو مسیر ...→ B →C »یا« ...→...→   B را انتخاب کرد؛ پس داریم:
D به B 17=... *... +... *4 = تعداد راه های مسافرت از 	
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نماد فاکتوریل
برای ضرب   ،a    *  a  =  a2 می  نویسیم  و  می  کنیم  استفاده  توان  نماد  از  a، در خودش  مانند  برای ضرب یک عدد،  که  همان طور 
یک عدد طبیعی و بزرگ تر از 1 در تمام اعداد طبیعی کوچک تر از خودش از نماد فاکتوریل »!« استفاده می  کنیم. برای مثال، 

!6=1*2*3*4*5*6 و 1 * 2* 3 * 4 = !4.

قرارداد: برای اعداد صفر و یک، فاکتوریل را به صورت 1=!0 و 1=!1 تعریف می  کنیم.
مثال: حاصل هر یک را به ساده ترین صورت بنویسید.

48=2*24=2*)1*2*3*4(=2*!4 )الف 	

 )ب
!

!

! ) (
! ) (

× × × ×
=

× ×

3

3

5 5 4 3 2 1

3 3 2 1





 =5*4=20 	

! )پ !
!

× × ×
=

10 10 9 8 7

7 !7
= 720

	

)ت ! ! !
! !

× ×
=

×
3 5 0 6

7 1

!× 5 ×
×

1

7 6 !× 5
=

×
1

71  
 	

جایگشت
چهار شیء متمایز c ،b ،a و d را در نظر بگیرید. آرایش یا حالت abcd، که از کنار هم قرار گرفتن این چهار شیء به دست آمده، 
با آرایش acbd متفاوت است و به هر کدام از آنها یک جایگشت 4 تایی از این 4 شیء گفته می  شود. در حالت کلیّ، »هر حالت 

از کنار هم قرار گرفتن n شیء متمایز را یک جایگشت n تایی از آن n شیء می  نامیم.«

فعالیت
1ــ اگر افراد A ، B و C بخواهند در یک همایش سخنرانی کنند، این عمل به چند طریق امکان پذیر است؟

             3                                 2                               1____________   ________________    ___________ → 3*2*1=6 	
C یا B یا A         1 نفر باقی مانده         یکی از 2 نفر باقی مانده                                                                           

ABC - ACB - BAC - BCA - CAB - CBA 	

)اول شخص B، بعد C و آخر A سخنرانی کرده اند( 	

2ــ با ارقام 2، 7، 4، 5 و 6 چند عدد 5 رقمی )بدون تکرار ارقام( می  توان نوشت؟

!5 = 1*2*3*4*5 = تعداد اعداد 5 رقمی          → 1     2    3    4    5 → تعداد انتخاب ها 	                            __  __  __  __   __     
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.n! شیء متمایز، برابر است با n تایی از n 3ــ ثابت کنید تعداد کل جایگشت های
حل: اگر برای هر کدام از این اشیا یک مکان در نظر بگیریم )مطابق شکل زیر(، برای مکان اول از چپ )یا راست( n انتخاب داریم 
و برای مکان بعدی ...... انتخاب داریم و... و برای مکان آخر یک انتخاب داریم و بنابر اصل ضرب، کل حالت ها برابر است 

.n * )n  -1( * )n  -2( * ... *2*1 = ........ ،با
n     n   -1     n   -2     ...     2         1 	__    ____    ____    ___    __     __     

هر حالت از کنار هم قرار گرفتن n شیء متمایز را یک جایگشت n تایی از آن n شیء می نامیم، و تعداد این جایگشت ها برابر 
.  n! است با

کار در کلاس
ارقام 0، 1، 2، 3، 4 و 5 مفروض اند؛ با این ارقام:

1. چند عدد پنج رقمی و بدون تکرار ارقام، می  توان نوشت؟
→   ____    ____    ____    ____    ______________                                                اصل ضرب      ...         3             ...        5                     5                   → تعداد انتخاب ها    5*5!=600                       

                                                                                                                        1 یا 2 یا 3 یا 4 یا 5  
)توجه دارید که صفر در سمت چپ اعداد خوانده نمی شود.( 

2. چند عدد 5 رقمی و فرد )بدون تکرار ارقام( می  توان نوشت؟
)می دانیم که اگر رقم یکان یک عدد، فرد باشد آن عدد فرد است.( بنابراین:

→   ________    ____    ____    ____    ____                                                                            ...              2          ...           4           4                   → تعداد انتخاب ها    4*4* ... *2* ... =288
                                                                   1 یا 3 یا 5  

3. چند عدد پنج رقمی و زوج )بدون تکرار ارقام( می  توان نوشت؟

روش اول: تعداد 5 رقمی های فرد  - تعداد کل 5 رقمی ها = تعداد 5 رقمی های زوج
= 600 -  ...= ...                                                       

روش دوم: اعداد زوج و 5 رقمی ای که با این ارقام می  توان ساخت، یا به صفر ختم می  شوند یا به 2 و 4. تعداد ارقام را در هر 
حالت جدا محاسبه می کنیم و بنابر اصل جمع، آنها را جمع می  کنیم:

الف( 5 رقمی هایی که به صفر ختم می  شوند
→   ____    ____    ____    ____    ____                                        اصل ضرب       1          ...        3         ...         5                   → تعداد انتخاب ها    5!= ...                      

                                                              صفر  
ب( 5 رقمی هایی که به 2 یا 4 ختم می  شوند:

→   _____    ____    ____    ____    ____                                                                        2            2        ...       ...         4           → تعداد انتخاب ها    4 * ...* ...*2*2=192
                                                                    2 یا 4  

312=192+120= تعداد 5 رقمی های زوج 	
4. چند عدد 5 رقمی و مضرب 5 )بدون تکرار ارقام ( می  توان نوشت؟
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5 رقمی هایی که به 5 ختم می  شوند + 5 رقمی هایی که به صفر ختم می  شوند = تعداد 5 رقمی های مضرب 5

→  ____ ____    ____    ____    ____                                                      اصل ضرب      1      ...       ...        4             ...       → تعداد انتخاب ها     ...!= ...   
                                                                                            صفر        

→   ____    ____    ____    ____    ____                                                                         اصل ضرب      1         ...       ...       ...         4        → تعداد انتخاب ها    4* ...* ...* ...*1= ...                  
  5                                                                                          

216=... +... = تعداد 5 رقمی های مضرب 5 	

تبدیل )انتخاب r شیء از بین n شیء، که در آن جابه جایی اشیاء انتخاب شده اهمیت دارد.(

فعالیت
1. فرض کنید بخواهیم تعداد اعداد 4 رقمی را که با ارقام 1 تا 7 می  توان نوشت، حساب کنیم. در این صورت، داریم: )تکرار 

ارقام مجاز نیست.(
→   ____    ____    ____    ____                                                                        اصل ضرب        4          5           6           7      → تعداد انتخاب ها    7 * ... * ... *...                                            

! :از طرفی !
! ! ) (!

× × × ×
× × × = = =

−
7 6 5 4 7 7

7 6 5 4
3 3 7 4

	

)توجه دارید که با جابه جایی هر رقم از این عدد 4 رقمی با رقم دیگر، یک عدد 4 رقمی جدید حاصل می  شود. به عبارت دیگر، در 
این جایگشت ها، ترتیب قرار گرفتن اشیای انتخاب شده، اهمیت دارد.(

2. به چند طریق می  توانیم سه کتاب را از بین 5 کتاب متمایز، انتخاب کنیم و در یک ردیف بچینیم؟
→   ____     ____    ____                                                                                اصل ضرب      ...       ...         5     → تعداد انتخاب ها    5 * ...* ...= ...                                                           

: از طرفی !
) (!

=
−
5

5 3
 	
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3. در حالت کلیّ، نشان دهید تعداد انتخاب های r شیء از بین n (r ≤ n)، که جابه جایی r شیء انتخاب شده اهمیت داشته باشد، 

!
) (!

n
n r−

برابر است با:  

n        n -1      ...          (n  -  r  +2)       (n -r +1)            → تعداد انتخاب ها 	____     ____    ____ ...  _______     _________                                                   
طبق اصل ضرب 	
→      n )n -1( )n -2( ...)n  -  r  +2( )............( 	

= ) () ( ) ( ) (! !
) (! ) (!

− − − + ×
=

− −
 n n n n r n

n r n r
1 2 1 	

تبدیل r شیء از n شیء یا جایگشت ها r شیء از n شیء 
تعداد انتخاب های r شیء از بین n شیء )که جابه جایی یا ترتیب انتخاب مهم باشد( را با نماد )P )n,r نشان می دهیم و بنابر دستور 

زیر محاسبه می کنیم:

!) , (
) (!

=
−
n

P n r
n r

	

مثال: با ارقام 1، 2، 4، 6، 8، 9 و 7 چند عدد سه رقمی می  توان نوشت؟ )تکرار مجاز نیست.(
حل: در واقع باید سه رقم را از بین 7 رقم داده شده انتخاب کنیم که البته جابه جایی آنها پس از انتخاب، عدد جدیدی می  سازد و 

اهمیت دارد.

تعداد اعداد سه رقمی :روش اول ! ! !) , (
) (! !

× × ×
= = = =

−
P

7 7 7 6 5 4
7 3

7 3 4 !4
= 210

 
	

اصل ضرب       5           6          7       :روش دوم 	____    ____    ____   →   7*6*5=210                                                                        

ترکیب )انتخاب r شیء از بین n شیء که در آن جابه جایی اشیای انتخاب شده، اهمیت ندارد.(

فعالیت
فرض کنید بخواهیم از میان ارقام 1، 2، 4 و 6 سه رقم انتخاب کنیم و با آنها یک مجموعهٔ سه عضوی تشکیل دهیم. با توجه به 
تعریف مجموعه که بر اساس آن، جابه جایی اعضای یک مجموعه، مجموعهٔ جدیدی تولید نمی کند و نیز چون سه رقم انتخاب شده، 
!3 جایگشت دارند که برای تشکیل مجموعه فقط یک مجموعه ساخته می  شود )هر 6 حالت 1 مجموعه می  سازد(، برای رسیدن 

به جواب مسئله کافی است کل جایگشت های سه تایی از 4 رقم )انتخاب های سه تایی از بین 4 رقم( را بر ....... تقسیم کنیم.



9

تعداد مجموعه های سه عضوی ( , ) !
! ! !

= = =
×

P 4 3 4
4

3 1 3  
	

انتخاب سه رقم2,4,61,4,61,2,61,2,4

2 4 6
2 6 4
4 2 6
4 6 2
6 2 4
6 4 2

1 4 6
1 6 4
4 1 6
4 6 1
6 1 4
6 4 1

1 2 6
1 6 2
2 1 6
2 6 1
6 1 2
6 2 1

1 2 4
1 4 2
2 4 1
2 1 4
4 1 2
4 2 1

جایگشت های سه رقم انتخاب شده

A4=}...,...,...{A3=}1,4,6{A2=}...,...,...{A1=}1,2,4{

تعداد مجموعه های سه عضوی = =24
4

6  
	

ترکیب r شیء از n شیء
تعداد انتخاب های r شیء از بین n شیء را که جابه جایی اشیای انتخاب شده پس از انتخاب، حالت جدید تولید نکرده و ترتیب 

) نشان می دهیم و بنابر دستور زیر محاسبه می  کنیم. )n n
r rC = انتخاب اهمیت نداشته باشد، با 

( ) ( , ) !
! !( )!

= = =
−

n n
r r

P n r n
C

r r n r
	

مثال: به چند طریق می  توانیم سه کتاب را از بین 7 کتاب انتخاب کنیم و به دوستمان هدیه بدهیم؟
حل: در هدیه دادن، ترتیب مهم نیست؛ بنابراین، از ترکیب استفاده می  کنیم،

( ) ! !
! ! ! !

× × ×= = =
× ×

7
3

7 7 6 5 4
35

3 4 3 4
	

کار در کلاس
1. به چند طریق می  توان با ارقام 1 تا 9، عددی 5 رقمی ساخت؟ )تکرار مجاز نیست.(

→           ____   ____     ____    ____    ____	            5          ...      ...         8         ...         :روش اول   ...* 8 * ...* ...*5                    

:روش دوم !( , )
( )!

= =
−

 



P
9

9
9
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2. به چند طریق می  توان از بین 9 نفر یک تیم والیبال 6 نفره تشکیل داد؟
در ساختن تیم با جابه جایی افراد انتخاب شده، تیم جدیدی تولید نمی شود بنابراین، از ترکیب استفاده می  کنیم:

تعداد تیم های 6 نفره ( ) !
! !

× × ×
= = = =

× ×


 

9 9 8 79 846 6 6  
 	

3. مجموعهٔ 8 عضویِ }A=}1,2,3,4,5,6,7,8 چند زیرمجموعهٔ سه عضوی دارد؟
هر سه عضو از این 8 عضو که انتخاب شود، فقط یک زیرمجموعهٔ سه عضوی می  سازد )در مجموعه ها جابه جایی اعضا اهمیت 

ندارد(؛ بنابراین، داریم:

تعداد زیرمجموعه های 3 عضوی ( ) ! × × ×
= = = =

× ×


   

8 8 7 68 563
 

	

4. در جعبه ای 4 مهرهٔ قرمز و 5 مهرهٔ آبی وجود دارد. به چند طریق می  توانیم سه مهره از این جعبه خارج کنیم؟
در انتخاب مهره های رنگی نیز ترتیب مهم نیست )اگر 2 مهرهٔ قرمز و 1 مهرهٔ آبی خارج شود، اهمیت ندارد که با چه ترتیبی خارج 

شده اند. در هر صورت، 2 قرمز و 1 آبی خارج شده است( و بنابراین داریم:

تعداد انتخاب 3 مهره از بین 9 مهره ( ) !
! !

× × ×
= = = =

× ×




 

9 9 8 79 84
3 3

 
	

تمرین
1. می  خواهیم از بین 10 دانش آموز کلاس دهم و 11 دانش آموز کلاس یازدهم و 12 دانش آموز کلاس دوازدهم یک دانش آموز 

انتخاب کنیم؛ به چند طریق می  توانیم این دانش آموز را انتخاب کنیم؟
2. بین پنج شهرِ E ،D ،C ،B ،A مطابق شکل زیر راه هایی وجود دارد که همه دو طرفه اند. مشخص کنید به چند طریق می  توان:

الف( از شهر A به شهر C مسافرت کرد؟
ب( از شهر A به شهر C و از طریق شهر B مسافرت رفت و برگشت انجام داد؟

پ( از شهر D بدون عبور از شهر E به شهر A مسافرت کرد؟

B

A

E

D
C
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3. با حروف کلمهٔ »ولایت« و بدون تکرار حروف: )با معنی یا بی معنی(
الف( چند کلمهٔ 5 حرفی می  توان نوشت؟

ب( چند کلمهٔ 3 حرفی می  توان نوشت که به »ی« ختم شوند؟
پ( چند کلمهٔ 5 حرفی می  توان نوشت که با »و« شروع و به »ل« ختم شوند؟

4. یک دوره بازی فوتبال بین 10 تیم فوتبال، به صورت رفت و برگشت انجام می  شود. اگر همهٔ تیم ها با هم بازی داشته باشند، در 
پایان دوره چند بازی انجام شده است؟

5. یک کارخانهٔ خودروسازی خودرو هایی در 7 رنگ، با 2 حجم موتور و 3 نوع مختلف جلو داشبورد تولید می  کند. یک خریدار 
برای خرید یک خودرو از این کارخانه چند انتخاب دارد؟

6. مجموعهٔ }A=}1,2,4,6,8,9 مفروض است؛ 
الف( با ارقام موجود در این مجموعه چند عدد 5 رقمی و زوج )بدون تکرار ارقام( می  توان ساخت؟ 

ب( چند عدد 5 رقمی و بزرگ تر از 80000 می  توان نوشت؟ 
پ( مجموعهٔ A چند زیرمجموعهٔ سه عضوی دارد؟ 

ت( مجموعهٔ A چند زیرمجموعهٔ سه عضوی و شامل رقم 8 دارد؟
7. روی محیط یک دایره 12 نقطه وجود دارد. مشخص کنید: الف( با این دوازده نقطه، چه تعداد مثلث می  توان تشکیل داد؟ 

ب( چه تعداد وتر می  توان تشکیل داد؟
8. می  خواهیم از بین 5 دانش آموز پایهٔ یازدهم و 6 دانش آموز پایهٔ دوازدهم افرادی را انتخاب کنیم و یک تیم 6 نفرهٔ والیبال تشکیل 

دهیم. مشخص کنید به چند طریق می  توانیم این تیم را تشکیل بدهیم؛ هرگاه بخواهیم:
الف( به تعداد مساوی دانش آموز پایهٔ یازدهم و دوازدهم در تیم حضور داشته باشند.

ب( کاپیتان تیم فرد مشخصی از پایهٔ دوازدهم باشد.
پ( حداقل 4 نفر از اعضای تیم، دانش آموز پایهٔ دوازدهم باشند.

ت( فقط 2 نفر از اعضای تیم از پایهٔ یازدهم باشند.
9. مسئله ای طرح کنید که پاسخ آن به صورت )32+4*3+3*2( باشد.

10. تعداد راه ها یا جاده ها از شهر B به C و از شهر A به E را طوری تعریف کنید که با توجه به شکل زیر بتوان به 20 طریق از 
شهر A به شهر D سفر کرد.

B

C

E

A

r

D
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درس2

 احتمال

فعالیت
نرگس هر روز صبح ساعت 7 از منزل خارج می شود؛ با وسایل نقلیهٔ عمومی به مدرسه می رود و به طور معمول، قبل از ملیکا به 
مدرسه می رسد. امروز صبح نیز نرگس مانند هر روز رأس ساعت 7 از منزل خارج شده است. آیا می توانید به طور قطع بگویید که 

او قبل از ملیکا به مدرسه می رسد؟
هیچ کس نمی تواند به این پرسش پاسخ قطعی دهد. تجربه نشان داده است که اگر وضعیت مانند هر روز عادی باشد، نرگس به موقع 

به مدرسه می رسد، اما آیا وضعیت همیشه عادی است؟
عامل های زیادی می توانند وضع را از حالت عادی خارج کنند؛ مانند میزان ترافیک. از طرفی رفت و آمد در خیابان ها همیشه در 
حال تغییر است، آغاز حرکت و سرعت وسایل نقلیهٔ عمومی به طور معمول منظم نیست و... . بنابراین: دو وضعیت وجود دارد: 

یکی اینکه نرگس قبل از ملیکا به مدرسه برسد و دوم اینکه نرگس قبل از ملیکا به مدرسه نرسد.

به طور قطع مشخص نیست اما از وقوع همهٔ حالت های  نتیجهٔ آنها از قبل  پدیده هایی وجود دارند که 
ممکن در آنها اطلاع داریم. برای مثال، وقتی از کیسه ای که شامل پنج مهرهٔ قرمز و یک مهرهٔ سبز است، 
به طور تصادفی مهره ای خارج می کنیم، می دانیم که رنگ مهرهٔ خارج شده سبز یا قرمز است اما قبل از 
بیرون کشیدن مهره، رنگ آن به طور قطعی مشخص نیست. این گونه آزمایش ها را آزمایش های تصادفی 

می نامیم.

آزمایش  یا  پدیده  نیست،  مشخص  قطع  به طور  آزمایش  اجرای  از  قبل  آنها  نتیجهٔ  که  آزمایش هایی  یا  پدیده ها  به 
تصادفی می گویند. در پدیده های تصادفی از همهٔ نتیجه های ممکن اطلاع داریم اما از اینکه کدام حالت قطعاً رخ   

می دهد، اطمینان نداریم. به هر یک از نتایج ممکن برای یک آزمایش تصادفی، برآمد می گوییم.
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1. چند آزمایش تصادفی مثال بزنید.
به آزمایش هایی که نتیجهٔ آنها قبل از اجرای آزمایش به طور قطع مشخص باشد، آزمایش ها یا پدیده های قطعی می گوییم. 

برای مثال، چنانچه سنگی را به داخل استخر آبی پرتاب کنیم، قبل از اجرای آزمایش می دانیم که سنگ به داخل آب فرو می رود  یا 
پیش از پرتاب یک سکه، می دانیم که سکه روی زمین می نشیند. این گونه پدیده ها، آزمایش هایی قطعی هستند.

2. چند آزمایش قطعی مثال بزنید.

کار در کلاس
1. کدام یک از پدیده های زیر تصادفی و کدام یک قطعی است؟ چرا؟

الف( وجود دانش آموزی که سن او بیشتر از ده سال باشد، در کلاس پایه دوازدهم؛
ب( در ابتدای مسابقهٔ فوتبال، پرتاب سکه ای که در یک طرف آن عدد 1 و در طرف دیگرش عدد 2 حک شده باشد؛

پ( مشاهدهٔ دو مهرهٔ سفید، پس از خارج کردن دو مهره از جعبه ای که در آن 7 مهرهٔ سفید وجود دارد؛
ت( پیش بینی نتیجهٔ بازی فوتبال بین دو تیم، قبل از بازی؛

ث( در یک بازی بین دو نفر، سکه ای پرتاب می شود و به دنبال آن تاسی انداخته می شود. اگر شخصی سکه اش  رو و تاسش زوج 
بیاید، برنده است. آیا قبل از بازی می توان نفر برنده را مشخص کرد؟

2. از 3 مداد و 5 خودکاری که در یک جعبه قرار دارند، به طور تصادفی یکی از آنها را خارج می کنیم.
الف( آیا مجموعهٔ دو عضوی }خودکار، مداد{ می تواند همهٔ برآمدهای ممکن این آزمایش تصادفی را نشان دهد؟

ب( به نظر شما چگونه می توان همهٔ برآمدهای ممکن این آزمایش تصادفی را مشخص کرد؟
در این کتاب، اشیای مورد بحث را با شماره گذاری متمایز می کنیم.

1 2 3 1 2 3 4 5
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 فضای نمونه  

در پرتاب یک تاس بعد از آنکه تاس به زمین نشست، یکی از برآمدهای 1، 2، 3، 4، 5 و 6 را خواهیم داشت. همهٔ برآمدهای ممکن در 
یک آزمایش تصادفی، مجموعه ای را تشکیل می دهد که به آن فضای نمونه می گوییم و آن را با حرف S نمایش می دهیم.

   S = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6}   :بنابراین، در پرتاب یک تاس، فضای نمونه برابر است با

فعالیت
فضای نمونهٔ هر یک از آزمایش های تصادفی زیر را بنویسید.

1. پرتاب دو سکه باهم.

2. پرتاب سه سکه با هم )پرتاب یک سکه سه بار(

3. پرتاب یک تاس و یک سکه باهم.

پرتاب سکۀ دوم             پرتاب سکۀ اوّل

ر

پ

ر
پ
ر
پ

S = })  پ , پ( , )ر , پ( , )پ , ر  ( , )ر , ر({

کار در کلاس
1. برای تعیین فضای نمونهٔ پرتاب دو تاس آبی و قرمز، جدول زیر را کامل کنید. سپس به کمک اصل ضرب، درستی تعداد کل 

حالات موجود در جدول را بررسی کنید.

654321

)1 , 6()1 , 2()1 , 1(1

)2 , 2()2 , 1(2

)3 , 5()3 , 3(3

)4 , 4(4

)5 , 3(5

)6 , 6(6
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2. سه دوست با نام های علی، پارسا و محمد در یک ردیف کنار هم می نشینند. فضای نمونهٔ این آزمایش تصادفی را مشخص 
کنید. چگونه می توان تعداد همهٔ برآمدهای این آزمایش تصادفی را بدون شمردن، مشخص کرد؟

3. در کیسه ای 3 مهرهٔ قرمز، 4 مهرهٔ آبی و 4 مهرهٔ سبز وجود دارد. به طور تصادفی سه مهره را هم زمان از کیسه خارج می کنیم. 
تعداد اعضای فضای نمونهٔ این پدیدهٔ تصادفی را مشخص کنید.

پیشامد
A ٔمی گوییم، هرگاه هر عضو مجموعه B ٔرا زیرمجموعه A ٔبا مفهوم مجموعه و زیرمجموعه در کلاس نهم آشنا شده اید. مجموعه

عضوی از مجموعهٔ B باشد؛ در این صورت می نویسیم: A ⊆ B. برای مثال:
{1 , 2 , 3} ⊆ {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} 	

از طرفی، می دانیم A ⊆ A؛ یعنی هر مجموعه ای زیرمجموعهٔ خودش است و مجموعهٔ تهی زیرمجموعهٔ همهٔ مجموعه ها است؛ 
.∅ ⊆ A یعنی

مثال: تمام زیرمجموعه های A = {a , b , c} را بنویسید.
حل:

∅ , {a} , {b} , {c} , {a , b} , {a , c} , {b , c} , {a , b , c} 	
مثال: در پرتاب یک تاس، پیشامدهای زیر را مشخص کنید.

الف( عدد کوچک تر از 7 ظاهر شود.          ب( عدد بزرگ تر از 7 ظاهر شود.
حل:

 A = {  } )ب          A = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} )الف

به هر یک از زیرمجموعه های فضای نمونهٔ  S یک پیشامد می گویند. از آنجا که S ⊇ ∅، پس ∅ یک پیشامد روی S است 
و آن را پیشامد غیرممکن )نشدنی(، همچنین S ⊆ S پس S نیز یک پیشامد است که آن را پیشامد حتمی می نامیم.

کار در کلاس
1. سکه ای را یک بار پرتاب می کنیم؛ می دانیم }پ , ر{ = S. تمام پیشامدهای ممکن برای این فضای نمونه را بنویسید.

2. مریم، ملیکا و سوگند پول ها یشان را روی هم گذاشتند و یک رمان دربارهٔ دفاع مقدس از نمایشگاه کتاب مدرسه خریدند. سپس، 
اسامی خود را روی سه کارت متمایز نوشتند و داخل کیسه ای انداختند. آنها با هم قرار گذاشتند که یک کارت را به طور تصادفی 
از کیسه  خارج کنند و نام هرکسی که روی آن کارت بود، ابتدا کتاب را به منزل ببرد و مطالعه کند. فضای نمونهٔ این پدیدهٔ تصادفی 

را بنویسید. سپس، تمام زیرمجموعه های یک عضوی S را مشخص کنید.
اگر قرار باشد دو نفر از آنها بعد از مطالعهٔ کتاب، با هم خلاصهٔ آن را در کلاس ارائه کنند، پیشامدهای ممکن را بنویسید.

3. تاسی را پرتاب می کنیم. اگر پس از نشستن تاس روی زمین، عدد 2 نمایان شود، به نظر شما در این آزمایش تصادفی کدام یک 
از پیشامدهای زیر رخ داده اند؟

A = {3 , 2 , 5} الف(	
B = {2} ب(	
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C = } 2،4،6 { پ(	
برای اینکه یک پیشامد رخ دهد، کافی است یکی از برآمدهای آن در آزمایش تصادفی به وقوع بپیوندد. 

4. دو تاس را پرتاب می کنیم؛ پیشامدهای زیر را مشخص کنید.
الف( اعداد رو شده از دو تاس مانند هم باشد.

})1 , 6( , )2 , 5( , )3 , 4( , )4 , 3( , )5 , 2( , )6 , 1({ ب( مجموع اعداد برآمده از دو تاس برابر با 7 باشد.	
پ( مجموع اعداد برآمده از دو تاس 13 باشد.

ت( حاصل ضرب اعداد برآمده از دو تاس کمتر از 37 باشد.

5. در یک برنامهٔ کوهنوردی، 5 دانش آموز سال دهم، 6 دانش آموز سال یازدهم و 4 دانش آموز سال دوازدهم شرکت دارند. قرار 
است یک گروه پیشتاز 3 نفره از بین آنها برای صعود انتخاب کنیم. تعداد عضوهای پیشامدهای زیر را مشخص کنید.

الف( سه نفر دانش آموز پیشتاز از سه پایه مختلف باشند.

) (
     

= × × = × × =     
     

  n A
5 6 4

120
1 1 1

دهمیازدهمدوازدهم

	
ب( حداقل 2 دانش آموز در این گروه پیشتاز از دانش آموزان سال یازدهم باشند.

اعمال روی پیشامدها
فرض کنیم A و B دو مجموعه باشند؛ اجتماع و اشتراک دو مجموعهٔ A و B، تفاضل B از A و متمم مجموعهٔ A را به صورت 

زیر یادآوری می کنیم.

A B

S

A B

S

A B

S

A ∩ B = {x ∈ S | x ∈ A ∨ x ∈ B      }A ∩ B = {x ∈ S | x ∈ A ∧ x ∈ B     }

A - B = {x ∈ S | x ∈ A ∧ x ∉ B  }

S

A ′ A

A′= {x ∈ S | x ∉  A }
)شکل 3(

)شکل 1( )شکل 2(

)شکل 4(

https://tahsilbama.com/
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A B

S

هرگاه A و B دو پیشامد در فضای نمونهٔ S باشند:
الف( پیشامد A∩B وقتی رخ می دهد که پیشامدهای A و B هردو رخ دهند. )شکل 1(

دو تاس را پرتاب می کنیم. پیشامد آن را مشخص کنید؛ طوری که یکی از تاس ها 5 و مجموع اعداد برآمده از دو تاس 6 باشد.

})A  =})1 , 5( , )2 , 5( , )3 , 5( , )4 , 5( , )5 , 5( , )6 , 5( , )5 , 1( , )5 , 2( , )5 , 3( , )5 , 4( , )5 , 6: یکی از تاس ها 5 باشد
})B = })1 , 5( , )2 , 4( , )3 , 3( , )4 , 2( , )5 , 1: مجموع اعداد برآمده از دو تاس 6 باشد 	

برای مشخص کردن پیشامدی که در آن یکی از تاس ها 5 و مجموع اعداد برآمده از دو تاس 6 باشد، کافی است A∩B را محاسبه کنیم.
A∩B = {(1 , 5) , (5 , 1)} 	

A وقتی رخ می دهد که پیشامدهای A یا B )حداقل یکی از پیشامدها( رخ دهند. )شکل 2( ∩

B ب( پیشامد
دو تاس را پرتاب می کنیم. پیشامد آن را مشخص کنید؛ طوری که دو تاس یکسان یا مجموع اعداد برآمده از دو تاس 4 باشد.

})A = })1 , 1( , )2 , 2( , )3 , 3( , )4 , 4( , )5 , 5( , )6 , 6 : دو تاس یکسان 	
})B = })1 , 3( , )2 , 2( , )3 , 1 : مجموع 4 باشد 	

A است. ∩

B پیشامد مورد نظر برابر با
A

∩

B = {(1 , 1) , (2 , 2) , (3 , 3) , (4 , 4) , (5 , 5) , (6 , 6) , (1 , 3) , (3 , 1)} 	

پ( پیشامد A - B وقتی رخ می دهد که پیشامد A رخ دهد و پیشامد B رخ ندهد. )شکل 3(

ت( پیشامد ′A وقتی رخ می دهد که پیشامد A رخ ندهد. )شکل 4(

در این حالت A و ′A را دو پیشامد متمم می گوییم و همواره داریم:

,′ ′= =∅ A A S A A 	
مثال:  هرگاه A و B دو پیشامد ناتهی در فضای نمونهٔ S باشند، به طوری که A - B = A و B - A = B، در این صورت پیشامد 

A∩B را محاسبه کنید.

حل:  چون A - B = A و B - A = B و از آنجا که A و B پیشامدهای ناتهی هستند، بنابراین A و B عضو مشترکی ندارند؛ در 
.A∩B = ∅ این حالت

هرگاه A و B دو پیشامد از فضای نمونهٔ S باشند، به طوری که ∅ = A∩B، در این صورت پیشامدهای A و B را 
ناسازگار می گوییم.



18

برای مثال، در پرتاب یک تاس پیشامدهای زوج آمدن و فرد آمدن، ناسازگارند.

کار در کلاس
1. تاسی را پرتاب می کنیم؛ هر یک از پیشامدهای زیر را با اعضا مشخص کنید.

ــ پیشامد اینکه عدد رو آمده زوج و اوّل باشد.

ــ پیشامد اینکه عدد رو آمده زوج یا اوّل باشد.
ــ پیشامد اینکه عدد رو آمده زوج باشد ولی اوّل نباشد.
ــ پیشامد اینکه عدد رو آمده اوّل باشد ولی زوج نباشد.

ــ پیشامد اینکه عدد رو آمده اول نباشد.

2. فرض کنید A و B و C سه پیشامد در فضای نمونهٔ S باشند. هر یک از پیشامدهای 
پیشامد را  به هر  بزنید. سپس، عبارت مجموعه ای مربوط  نمودار ون سایه  زیر را روی 

مانند نمونه بنویسید.
ــ فقط پیشامد A رخ دهد و پیشامدهای B یا  C رخ ندهد.

ــ پیشامدهای A و B رخ دهند ولی پیشامد C رخ ندهد.

ــ پیشامدهای A یا B رخ دهند  ولی پیشامد C رخ ندهد.

A B

C

S

A - (B ∩C   )

A B

C

S

A B

C

S

3. خانواده ای صاحب 3 فرزند است. پیشامدهای زیر را مشخص کنید.
الف( پیشامد A اینکه همهٔ فرزندان خانواده دارای یک جنسیت باشند.

ب( پیشامد B اینکه دو فرزند خانواده پسر و یک فرزند دختر باشند.
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ج( پیشامد C اینکه حداقل دو فرزند این خانواده دختر باشند.
با توجه به پیشامدهای A و B و C به سؤالات زیر پاسخ دهید:

آیا پیشامدهای A و B ناسازگارند؟
آیا پیشامدهای C و B ناسازگارند؟
آیا پیشامدهای C و A ناسازگارند؟

4. دو پیشامد ناسازگار از یک آزمایش تصادفی را بنویسید.

احتمال یک پیشامد
 S پیشامدی در A برآمد برای وقوع داشته باشد و n ،S فضای نمونهٔ متناهی یک پدیدهٔ تصادفی باشد. اگر S ≠ ∅ فرض کنید

باشد، در این صورت احتمال وقوع پیشامد A را با نماد P  (A) نمایش می دهیم و مقدار آن را طبق دستور زیر محاسبه می کنیم.

) () ( ) (
n A

P A
n S

= 	
              

               فعالیت
 1. چنان که پیشامد A نشدنی باشد، یعنی ∅ = A، در این صورت مقدار P  (A) را محاسبه کنید.

2. در حالتی که پیشامد A حتمی باشد، یعنی A = S، در این صورت مقدار P  (A) را محاسبه کنید.

3. هرگاه A ⊆ B، در این صورت جاهای خالی را پر کنید.

) () ( ) ( ) () (
n A

A B n A P A P B
n S

⊆ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤






	

4. با توجه به 1 و 2 و 3، اگر A پیشامد دلخواهی در فضای نمونهٔ S باشد، در این صورت داریم:
0 ≤ P  (A) ≤ 1 	

P  (A را طبق اصل جمع پیدا کنید.

∩

B) باشند، با پر کردن جاهای خالی مقدار S ٔدو پیشامد ناسازگار در فضای نمونه B و A 5. هرگاه

) () ( ) ( ) () ( ) (
n A B

n A B n A P A B
n S n S

= + ⇒ = + ⇒ = +


    

A B

S

( ) ( ) ( )A B n A B n A n B= ∅ ⇒ = +I U

()()() ABnABnAnB =∅⇒=+ IU
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کار در کلاس

مطلوب  می کنیم؛  پرتاب  هم  با  را  تاس  و یک  1. یک سکه 
است محاسبهٔ احتمال اینکه:

الف( تاس زوج بیاید.

می دانیم فضای نمونهٔ این آزمایش تصادفی 12 عضو دارد؛ 
.n  (S  ) = 12 ،بنابراین

S = {(1 , ر) , (ر , 2) , ... , (ر , 6) , (پ , 1) , (پ , 2) , ... , (پ , 6)} 	
پیشامد اینکه تاس زوج بیاید، برابر است با:

A = {(2 , ر) , (ر , 4) , (ر , 6) , (پ , 2) , (پ , 4) , (پ , 6)} ؛ n  (A) = 6 	
بنابراین، داریم:

) () (
) (

= = =
n A

P A
n S

6 1
12 2

	
ب( سکه پشت بیاید.

پ( تاس زوج یا سکه رو بیاید.

ت( تاس فرد و سکه پشت بیاید.

2. یک تاکسی دارای 5 سرنشین است؛ مطلوب است محاسبهٔ 
احتمال اینکه:

الف( هر پنج نفر آنها در ماه فروردین متولد شده باشند.

هر یک از پنج نفر می توانند در هر یک از 12 ماه سال به دنیا آمده باشند؛ بنابراین، در محاسبهٔ n  (S   ) به کمک اصل ضرب، هر یک 
از خانه های زیر با 12 حالت پر می شوند.

n  (s) = 125   →   12     12     12     12     12     → تعداد انتخاب ها 	
نفر اول نفر دوم نفر سوم نفر چهارم نفر پنجم
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برای محاسبهٔ تعداد اعضای پیشامد A، به طوری که همهٔ آنها در فروردین متولد شده باشند، کافی است در محاسبهٔ n  (A) به کمک 
اصل ضرب، هر یک از خانه های زیر فقط با یک حالت پر شوند.

n  (A) = 1   →   1       1       1       1       1     → تعداد انتخاب ها 	
در نتیجه داریم:

) () ( ) (
n A

P A
n S

= =
5

1

12
	

ب( هر پنج نفر آنها در یک ماه از سال متولد شده باشند.

پ( تولد هیچ دو تای آنها در یک ماه نباشد.

3. در یک بازی 11 نفره، به هر شخصی یکی از شماره های 2، 3، 4، ... و 12 را نسبت می دهیم. سپس با پرتاب دو تاس و 
مجموع اعداد برآمده از آنها، نفر برنده مشخص می شود.

الف( احتمال برنده شدن چه شماره ای نسبت به بقیه بیشتر است؟

ب( احتمال برنده شدن کدام شماره ها از همه کمتر است؟

پ( آیا کسی که احتمال برنده شدنش کمتر است، ممکن است در این مسابقه برنده شود؟ چرا؟

ت( در شکل زیر دستگاه مختصاتی رسم شده و روی محور افقی، مجموع اعداد برآمده از دو تاس و روی محور عمودی، احتمال 
متناظر با هر یک از آنها نوشته شده است. نمودار میله ای زیر را کامل کنید.

نفر اول نفر دوم نفر سوم نفر چهارم نفر پنجم

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120

1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

1 
6

برآمده  اعداد  مجموع 
از پرتاب دو تاس

برآمده  اعداد  احتمال 
از پرتاب دو تاس
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A

S

A′

   

اگر P  (A) احتمال وقوع پیشامد A در فضای نمونه S باشد، در این صورت، احتمال واقع نشدن آن پیشامد را 
 با P  (A′) نمایش می دهیم و داریم: P  (A) + P  (A′) = 1 یا P  (A′) = 1 - P  (A). در این حالت، A و ′A را 

دو پیشامد متمم می گوییم.

               فعالیت
در جعبه ای 3 مداد و 5 خودکار وجود دارد. از این جعبه به طور تصادفی یک شیء خارج می کنیم. مطلوب است محاسبهٔ:

.P  (A) الف( احتمال این را بیابید که شیء انتخابی مداد باشد؛
.P  (B) ب( احتمال این را بیابید که شیء انتخابی خودکار باشد؛

.P  (A′) پ( احتمال این را بیابید که شیء انتخاب شده مداد نباشد؛
ت( پاسخ های قسمت های ب و پ را با هم مقایسه کنید؛ چه نتیجه ای می گیرید؟

ث( حاصل P  (A ) + P  (A′) را پیدا کنید.
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کار در کلاس

1 است. مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه فردا بارانی نباشد.
10

1. احتمال اینکه فردا بارانی باشد برابر با 

2. احتمال اینکه کیارش فردا به مدرسه نرود برابر با 0/01 است. مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه فردا کیارش به مدرسه برود.

32 است، مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه ریحانه 
49

3. احتمال اینکه ریحانه امشب سریال شبکهٔ یک سیما را تماشا نکند برابر با 
امشب سریال را تماشا کند.

مثال: در یک فروشگاه ورزشی تعدادی پیراهن ورزشی شامل 4 پیراهن قرمز، 4 پیراهن آبی و 2 پیراهن زرد در یک رخت آویز 
قرار دارند. شخصی درخواست می کند که فروشنده به طور تصادفی 3 پیراهن انتخاب کند و برای او بفرستد.

الف( احتمال این را که 3 پیراهن از یک رنگ باشند، محاسبه کنید.
ب( احتمال این را که رنگ 3 پیراهن متفاوت باشد، محاسبه کنید.
پ( احتمال این را که حداقل 2 پیراهن قرمز باشند، محاسبه کنید.
ت( احتمال این را که حداکثر 2 پیراهن آبی باشند، محاسبه کنید.

ث( احتمال این را که رنگ 3 پیراهن آبی نباشد، محاسبه کنید.
ج( جواب های قسمت های ت و ث را مقایسه کنید؛ چه نتیجه ای می گیرید؟

حل: الف( چون قرار است 3 پیراهن از بین 10 پیراهن انتخاب شود، بنابراین داریم:

!) ( ! !n S
 

= = =  × 

10 10
120

3 73
	

چنانچه هر سه پیراهن یک رنگ باشند، آن گاه هر سه قرمز یا هر سه آبی هستند؛ بنابراین، اگر A پیشامد هر سه قرمز و B پیشامد هر 
P  (A را محاسبه کنیم. از آنجا که A و B ناسازگاراند، داریم: ∩

B) سه آبی باشند، در این صورت می خواهیم

) ( ) ( ) (P A B P A P B

   
   
   = + = + = =

4 4

3 3 8 1
120 120 120 15



قرمزآبی

	

ب( برای اینکه رنگ سه پیراهن متفاوت باشد، آن گاه یک پیراهن قرمز، یک پیراهن آبی و یک پیراهن زرد است؛ بنابراین، داریم:

) (n C
     

= × × = × × =     
     

4 4 2
4 4 2 32

1 1 1

قرمز آبی زرد

	; 	 ) () ( ) (
n C

P C
n S

= = =
32 4

120 15 	
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پ( برای اینکه حداقل 2 پیراهن قرمز باشند، آن گاه 2 پیراهن قرمز یا 3 پیراهن قرمزند؛ بنابراین، مشابه با قسمت »الف« خواهیم 
داشت:

) (n D
     

= × + = × + =     
     

4 6 4
6 6 4 40

2 1 3

قرمز قرمز
پیراهن های 

غیرقرمز

	; 	 ) () ( ) (
n D

P D
n S

= = =
40 1

120 3
	

ت( برای اینکه حداکثر دو پیراهن آبی باشند، باید دو پیراهن آبی یا یک پیراهن آبی و یا صفر پیراهن آبی داشته باشیم:

آبی آبی غیرآبیآبی غیرآبی غیرآبی

) (n E
           

= × + × + × = × + × + × =           
           

4 6 4 6 4 6
6 6 4 15 1 20 116

2 1 1 2 0 3
	

) () ( ) (
n E

P E
n S

= = =
116 29
120 30

	

ث( اگر P   (F  ) احتمال 3 پیراهن آبی باشد، آن گاه P   (F   ′) = 1 - P  (F  ) احتمال این است که 3 پیراهن آبی نباشند؛ بنابراین:

) ( ) (

 
 
 ′ = − = − = − = =
 
 
 

P F P F

4

3 4 116 29
1 1 1

120 120 3010

3

آبی

ج( قسمت های »ت« و »ث « یکسان اند. یعنی می توان راه حل قسمت »ث « را برای قسمت »ت« به کار برد. چنانچه در انتخاب 3 
پیراهن به دنبال تعداد پیراهن های آبی باشیم، پیشامدهای ممکن روی فضای نمونه به صورت زیر است.

یک پیراهن آبی

صفر پیراهن آبی

   دو پیراهن آبی

بی
ن آ

راه
 پی

سه
   

S

A1

A2
A0

A
3

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0 1 2 3 0 1 2 3 1  P A A A A P A P A P A P A P S= + + + = =
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           سه                           

تمرین
1. کدام یک از پدیده های زیر آزمایش تصادفی و کدام یک آزمایش قطعی است؟

الف( نام 20 دانش آموز را روی 20 کارت می نویسیم و پس از مخلوط کردن کارت ها، به طور تصادفی یک کارت بیرون می کشیم 
تا نام یکی از دانش آموزها استخراج شود.

ب( مقداری آب را حرارت می دهیم تا به بخار تبدیل شود.
پ( نتیجهٔ یک آزمون چهارجوابی، که نیمی از سؤالات آن را شانسی پاسخ داده ایم.

ت( در یک بازی سادهٔ دو نفره، یکی از دو نفر مراحل زیر را انجام می دهد.
ــ عددی را انتخاب می کند.

ــ سه واحد به آن عدد می افزاید.
ــ سپس حاصل را دو برابر می کند.

ــ از عدد حاصل 2 واحد کم می کند.
ــ نتیجهٔ به دست آمده را نصف می کند.

ــ از حاصل به دست آمده، عدد اوّلیه را کم می کند.
ــ در مرحلهٔ آخر، فرد دوم به جای شخص محاسبه کننده پاسخ را اعلام می کند.

2. سکه ای را پرتاب می کنیم. اگر رو ظاهر شد، آن گاه تاس را می ریزیم. در غیر این صورت، یک بار دیگر سکه را می اندازیم.
الف( فضای نمونهٔ این آزمایش تصادفی را مشخص کنید.

ب( پیشامد A را که در آن عدد ظاهر شده روی تاس زوج باشد یا سکه پشت بیاید، با اعضا مشخص کنید.

3. هر یک از اعداد فرد طبیعی کوچک تر از 20 را روی یک کارت می نویسیم و پس از مخلوط کردن کارت ها به طور تصادفی 
یک کارت را برمی داریم؛ مطلوب است تعیین:

الف( فضای نمونهٔ این آزمایش تصادفی                                     ب( پیشامد A که در آن عدد روی کارت مضرب 3 باشد.
پ( پیشامد B که در آن عدد روی کارت، مجذور کامل باشد.      ت( پیشامدهای A∩B و A - B را با اعضا مشخص کنید.

4. برای هر یک از پیشامدهای زیر یک عبارت توصیفی و یک عبارت مجموعه ای بنویسید.

A B

C

S

A B

S

C

)الف( )ب(
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5. هر یک از اعداد دو رقمی را که با ارقام 4، 3، 2، 1 می توان نوشت، روی کارت هایی می نویسیم و پس از مخلوط کردن کارت ها 
یک کارت را به طور تصادفی خارج می کنیم. الف( فضای نمونهٔ این آزمایش تصادفی را مشخص کنید.

ب( پیشامد A که در آن عدد روی کارت مضرب 6 باشد.    پ( پیشامد B که در آن عدد روی کارت اوّل باشد.

6. خانواده ای دارای 3 فرزند است.

الف( فضای نمونهٔ مناسب برای ترکیب جنسیت فرزندان این خانواده چیست؟

ب( پیشامد A که در آن هر سه فرزند از یک جنس باشند.    پ( پیشامد B که در آن فقط یک فرزند دختر باشد.

ت( پیشامد C که در آن حداقل 2 فرزند پسر باشند.             ث( پیشامد D که در آن حداکثر یک فرزند پسر باشد.

7. خانواده ای دارای 4 فرزند است.

الف( فضای نمونه مناسب برای ترکیب جنسیت فرزندان این خانواده چند عضو دارد؟

ب( پیشامد A را مشخص کنید؛ طوری که در آن دو فرزند سوم و چهارم دختر باشند.

پ( پیشامد C که در آن تعداد فرزندان دختر بیشتر از تعداد فرزندان پسر باشد.    ت( آیا پیشامدهای A و C ناسازگارند؟

3 سیب را به طور تصادفی برمی داریم. مطلوب است محاسبهٔ  5 سیب لکه دار است،  12 سیب سالم و  8. از جعبه ای که شامل 
احتمال اینکه:

الف( هر سه سیب سالم باشند.    ب( دو سیب سالم و یک سیب لکه دار باشد.

پ( تعداد سیب های سالم از تعداد سیب های لکه دار بیشتر باشد.

9. عقربهٔ دستگاه چرخندهٔ زیر، پس از به حرکت درآمدن روی یکی از 8 ناحیه می ایستد و عددی را نشان می دهد. چقدر احتمال دارد که:

الف( عقربه روی یک عدد اوّل بایستد.

ب( عقربه یک عدد اوّل یا فرد را نشان دهد.

پ( عقربه روی یک عدد مضرب 3 بایستد.

10. 7 پرچم مختلف را به هفت میلهٔ پرچم نصب کرده ایم و روی میله ها شماره های 1 تا 7 را حک کرده ایم. چنانچه این پرچم ها 
به طور تصادفی در یک ردیف کنار هم قرار گیرند، مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه میلهٔ پرچم های با شماره های اول در جایگاه 

مطابق با شماره خود باشند.

12

3

4

5 6

7

8
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11. یازده بازیکن فوتبال تیم مدرسهٔ شما به طور تصادفی کنار یکدیگر قرار می گیرند تا عکسی یادگاری بیندازند. چنانچه دروازه بان و 
کاپیتان تیم دو نفر متفاوت باشند، مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه در عکس دقیقاً 4 نفر بین دروازه بان و کاپیتان حضور داشته باشند؟

12. در یک پارک جنگلی حفاظت شده، 20 قوچ وحشی البرز مرکزی وجود دارد؛ 5 تا از آنها را می گیرند و پس از نشان دار کردن، 
را  نشان دار  قوچ های  تعداد  و می خواهند  را می گیرند  آنها  از  تا   7 به طور تصادفی  مدتی، محیط بانان  از  بعد  رهایشان می کنند. 

بشمارند. مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه حداکثر 2 قوچ نشانه دار باشند.

13. انجمن اولیا و مربیان یک دبیرستان 10 نفر عضو دارد. به یک برنامهٔ خاص، 5 نفر رأی موافق، 3 نفر رأی مخالف و 2 نفر 
رأی ممتنع داده اند. از بین آنها به طور تصادفی 3 نفر انتخاب می کنیم. مطلوب است محاسبهٔ احتمال اینکه:

الف( حداقل 2 نفر از افراد انتخابی موافق برنامه باشند.

ب( نظر هیچ دو نفری از آنها مانند هم نباشد.

خواندنی
در یک مسابقه، سه دریچه مطابق شکل زیر در مقابل یک شرکت کننده قرار دارد. ناگهان یک دریچه به طور تصادفی باز 
می شود و توپی از آن به طرف شرکت کننده پرتاب می شود. اگر این فرد بتواند توپ را بگیرد، برنده است و در غیراین صورت، 

بازنده می شود.
به نظر شما، احتمال پرتاب توپ از هر دریچه چقدر است؟

اگر یک دریچه را غیرفعال کنند و شرکت کننده شمارهٔ دریچهٔ غیرفعال را نداند، در این صورت احتمال پرتاب توپ از هر 
دریچه برای شرکت کننده در مسابقه چقدر است؟
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درس3

چرخۀ آمار در حل مسائل

دنیای امروز پر از اطلاعاتی است که ما در بخش های مختلف زندگی با آنها روبه رو می‌شویم. بنابراین، برای اینکه بتوانیم بهتر زندگی 
کنیم و دربارهٔ مسائل مختلف بهتر تصمیم بگیریم، لازم است بتوانیم این اطلاعات را به خوبی درک و تحلیل کنیم. درک صحیح 
معیارها، نمودارها، اصطلاحات و مفاهیم آماری به ما کمک می‌کند که تفسیر درستی از این اطلاعات داشته باشیم، محدودیت‌های 
نتایج به‌دست آمده را بشناسیم و در نهایت، با استدلالی درست، بهتر تصمیم بگیریم. در این درس می‌خواهیم از شکل‌گیری یک 

مسئله در محیط زندگی‌مان تا یافتن پاسخی برای آن، از آمار استفاده کنیم و آماری فکر کردن را تمرین کنیم.

فعالیت
آموزشی  مشاوران  می‌دادند.  اختصاص  هوشمند  تلفن‌های  از  استفاده  به  را  زیادی  زمان  روزانه  مدرسه،  یک  دانش‌آموزان 
مدرسه تصمیم گرفتند دسترسی دانش‌آموزان به تلفن‌های هوشمند را در جهت اهداف آموزشی مدرسه هدفمند کنند اما از میزان 
و چگونگی استفادهٔ دانش‌آموزان از تلفن‌های هوشمند اطلاع دقیقی نداشتند و بنابراین، برنامه‌ریزی برای این هدف ممکن نبود. 
پس، قبل از هر چیز مسئلهٔ مشاوران آموزشی این بود که بفهمند: »دانش‌آموزان پایه‌های دهم، یازدهم و دوازدهم این مدرسه به طور 

متوسط روزانه چه مدّت و برای چه فعالیت‌هایی از تلفن‌های هوشمند خود استفاده می‌کنند؟« 

   گروه اجرا‌کنندهٔ این پروژه‌، پرسش‌نامه‌ای طراحی کردند و با انتخاب تصادفی ۲۰ نفر از هر پایه، از این نمونه از دانش‌آموزان 
خواستند که این پرسش‌نامه را تکمیل کنند:

الف( به طور متوسط، روزانه چند دقیقه از تلفن هوشمند خود استفاده می‌کنید؟
 ب( از میان گزینه های زیر سه فعالیتی را که بیش از دیگر گزینه ها با تلفن هوشمند خود انجام می دهید، علامت بزنید.

 خواندن کتاب‌ الکترونیک    شبکه‌های اجتماعی     عکاسی    بازی     تماس تلفنی   

 تماشای فیلم یا گوش دادن به موسیقی 
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مشاوران مدرسه تصمیم داشتند با توجه به کمّی بودن میزان استفاده از تلفن هوشمند، نتایج آن را به صورت میانه و دامنهٔ میان‌چارکی1 
گزارش کنند و درصد فراوانی هر یک از فعالیت‌ها را به صورت نمودار میله‌ای نمایش دهند.

 حدس می‌زنید دانش‌آموزان کلاس شما به طور متوسط روزانه چقدر و برای چه فعالیت‌هایی از تلفن‌های هوشمند خود استفاده می‌کنند؟

 داده ها پس از گردآوری در نرم افزار وارد شدند. اشتباه‌های تایپی تا حد ممکن رفع و درستی داده‌های دورافتاده بررسی شد. 
پرسش‌نامه‌هایی که اطلاعات آنها اشتباه به نظر می‌رسید )مثلاً میزان استفاده از تلفن‌ هوشمند بیش از ۲۴ ساعت در روز بود!( کنار 

گذاشته شدند.
 در این پرسشنامه لازم نیست افراد نام خود را بنویسند. حفظ محرمانگی اطلاعات، چگونه کمک می کند داده های گردآوری 

شده به واقعیت نزدیک تر باشند؟ مثال دیگری بزنید که حفظ محرمانگی اطلاعات هنگام گردآوری داده ها مهم باشند.

 نتایج این نظرسنجی دربارهٔ فعالیت های  انجام شده با تلفن هوشمند به  صورت نمودار میله ای زیر گزارش شد. در نمونهٔ مورد 
بررسی، میانهٔ میزان استفاده از تلفن هوشمند 70 دقیقه و دامنهٔ میان چارکی آن 35 (Q1 = 65 , Q 3 = 100) دقیقه بود.

میانهٔ  مرتب شده،  داده های  در  می نامیم.  میانه  است،  برابر  آن  از  قبل  داده های  تعداد  با  آن  از  بعد  داده های  تعداد  که  را  مقداری  داده ها،  کردن  مرتب  از  پس  ١ــ 
آن  که  اول است  و  تفاضل چارک سوم  میان چارکی حاصل  دامنهٔ  )Q3( می نامیم.  میانه را چارک سوم  از  بعد  داده های  میانهٔ  و   )Q١( اول  میانه را چارک  از  قبل  داده های 

را با IQR (Interquartile Range) نمایش می دهیم.

 با توجه به چارک‌های گزارش شده، )تقریباً( چند درصد از دانش‌آموزان به طور متوسط بیش از ۱۰۰ دقیقه در روز با تلفن 
هوشمند خود کار می‌کنند؟

 چرا در این نمودار میله‌ای، مجموع درصد فراوانی‌ها از 100 بیشتر می‌شود؟

خواندن کتاب الکترونیک
تماس تلفنی	

عکاسی
بازی

تماشای فیلم  یا گوش دادن به موسیقی
شبکه های اجتماعی

درصد دانش آموزان
60 8020 400
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 باید توجه داشته باشیم که این نتایج فقط در مورد دانش‌آموزان پایه‌های………………… این مدرسه )نه دانش‌آموزان 
دیگر مدارس( و فقط در مورد چگونگی استفاده از………………… )نه ابزارهای دیگر( صادق است1. 

 با توجه به نمودار میله‌ای صفحهٔ پیش، دانش‌آموزان متوسطهٔ دوم این مدرسه بیشتر برای انجام دادن چه فعالیت‌هایی از تلفن 
هوشمند خود استفاده می‌کنند؟

 از میانه و دامنهٔ میان چارکی گزارش شده برای زمان استفادهٔ روزانه از تلفن‌های هوشمند چه نتیجه‌ای می‌گیرید یا به زبان آماری، 
آنها را چگونه تفسیر می‌کنید؟

مشاوران آموزشی، به کمک دانش‌آموزان و اولیا با بررسی نتایج و فعالیت‌هایی که بیشترین فراوانی را داشتند و با در نظر گرفتن 
ویژگی‌های دانش‌آموزان مدرسه به این نتیجه رسیدند که ۱( تشکیل یک گروه آموزشی در یکی از شبکه‌ها‌ی اجتماعی می‌تواند 
عملکرد تحصیلی و ارتباط عاطفی معلم‌‌ها و دانش‌آموزان را بهبود بخشد؛ ۲( معلم‌ها می‌توانند با تهیهٔ فیلم‌های آموزشی جذاب، 

محتوای درسی را به صورت فیلم در اختیار دانش‌آموزان قرار دهند و دانش‌آموزان در 
پرسش‌هایشان  و  کنند  تماشا  را  فیلم‌ها  دارند،  بیشتری  آمادگی  که  شبانه‌روز  از  ساعاتی 
برگزاری دوره‌های  با  بگذارند؛ ۳(  معلم‌ها درمیان  با  به صورت حضوری  را در کلاس 
آموزشی و نمایشگاه‌هایی از آثار دانش‌آموزان، می‌توان علاقهٔ دانش‌آموزان به عکاسی و 

درنتیجه، استفاده از تلفن‌های هوشمند را هدفمند کرد.

اکنون که مطلع شدیم دانش‌آموزان در طول روز به طور متوسط چه مقدار با تلفن‌هایشان کار می‌کنند و به چه فعالیت هایی مشغول 
هستند، می خواهیم برنامه‌‌ای داشته باشیم که با استفاده از آن عملکرد تحصیلی دانش‌آموزان بهتر شود. بدین منظور باید در یک 

نظرسنجی دیگر، مدت زمانی را که دانش‌آموزان صرف کارهای مختلف می‌کنند، به تفکیک این فعالیت ها بدانیم. 
همان طور که در فعالیت بالا دیدید، حل کردن مسئله‌های مرتبط با آمار به صورت چرخه‌ای کامل شامل گام‌های: ۱. بیانِ مسئله، 

۲. طرح و برنامه‌ریزی، ۳. گردآوری و پاک‌سازی داده‌ها، 4. تحلیل داده‌ها و ۵. بحث و نتیجه‌گیری است. 

١ــ هنگامی که بر اساس داده های یک نمونهٔ آماری، برای جامعهٔ آماری مرتبط با آن نتیجه گیری می کنیم، به اصطلاح می گوییم نتایج را تعمیم داده ایم.

 تحلیل داده ها
. مرتب کردن داده ها

. معیارها
. نمودارها و جدول ها

بحث  و نتیجه گیری 
. تفسیرنتایج
. نتیجه گیری

. نقد و بررسی
. ایده های جدید

داده ها
.گرد آوری

.سازماندهی
.پاک سازی

طرح و برنامه ریزی
.شیوۀ اندازه گیری
. روش نمونه گیری

. روش کار

بیان مسئله
.فهم مسئله

. تعریف دقیق مسئله
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	         کار در  کلاس

اکنون که چرخهٔ حل مسئله را می‌شناسیم، می‌توانیم در جدول زیر نام هر گام و ترتیب آن‌ را مقابل توضیحاتش بنویسیم. )مشاهدهٔ 
نمونهٔ حل‌شده در سطر سوم می‌تواند به ما کمک کند.(

توضیح گامنام گامترتیب گام

راهی برای رسیدن به پاسخ مسئله پیدا می‌کنیم. به نمونه‌گیری، شیوهٔ اندازه‌گیری متغیر و چگونگی توصیف نتایج می‌اندیشیم.

نتایج به‌دست‌آمده را تفسیر می کنیم و پاسخی برای پرسش اصلی پیدا می‌کنیم.

مسئله‌ای را که در دنیای واقعی وجود دارد به صورت یک مسئلهٔ شفاف و دقیق آماری مطرح می‌کنیم.بیان مسئله۱

با استفاده از معیارها، نمودارها و مفاهیمی که آموخته‌ایم، نتایج را متناسب با هدف‌های کارمان، نوع متغیرها و ویژگی‌های 
داده‌ها گزارش می‌کنیم.

داده‌ها را گردآوری می کنیم و تا حد ممکن از درستی آنها مطمئن می‌شویم.

گام‌های چرخۀ آمار در حل مسائل
پیش از هر چیز خوب است بدانیم »چرا فرایند حل مسئله را »چرخه« می‌نامیم«.

همان‌طور که در مثال »استفاده از تلفن‌ هوشمند« دیدیم، گام‌های مختلف حل مسئله به ما کمک می‌کنند که برای پرسش اصلی 
پاسخی پیدا کنیم، اما اغلب پس از اجرای تمامی گام‌ها با روشن‌تر شدن ابعاد مختلف مسئله و براساس نتایج و تجربهٔ به دست آمده، 
یک مسئلهٔ جدید دقیق‌تر شکل می‌گیرد. در واقع، برای پیدا کردن پاسخ پرسش اصلی تا رسیدن به یک جمع‌بندی منطقی، یک 

مسئله چندین بار بازبینی می‌شود. در این بخش، گام‌های چرخهٔ حل مسئله را بیشتر بررسی می کنیم.

 گام 1 )بیان مسئله(
طرح یک پرسش دقیق و شفاف مهم‌ترین گامِ رسیدن به پاسخ است. بنابراین، پیش از هرچیز باید مسئله به درستی درک شود و 
سپس به طور دقیق تعریف و بیان گردد؛ یعنی با توجه به اهداف، بودجه، زمان و دیگر شرایط موجود، جامعهٔ آماری را محدود، و 

هدف مطالعه را مشخص کنیم.

مثال: فرض کنید می‌خواهیم میزان فعالیت بدنی پسران کرمانشاه را 
بدانیم و برای آن برنامه‌ای داشته باشیم. پیش از هر چیز باید بتوانیم 
مسئله را دقیق تعریف کنیم. پس از مشورت با کارشناسان این حوزه 
)از  مانند سن، محل سکونت  به عواملی  با توجه  متوجه می‌شویم که 
بدنی  فعالیت‌  فرهنگی  الگوهای  ورزشی(،  مکان‌های  به  نزدیکی  نظر 
)مانند ارزشمندی ورزش‌های پهلوانی و…( یا توانایی‌ها و ناتوانی‌های 
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جسمانی، میزان فعالیت بدنی این افراد بسیار متفاوت‌ است؛ پس، بدون محدود کردن جامعهٔ آماری نمی‌توانیم پاسخ مشخصی برای 
این مسئله داشته باشیم. 

»  بررسی متوسط فعالیت بدنی هفتگی در هوای آزاد در میان پسران ۱۳ تا ۱۵ سالهٔ یک مدرسهٔ مشخص در  بدین ترتیب، مثلاً 
کرمانشاه « می‌تواند به عنوان یک مسئله مطرح شود.

چند مثال دیگر بزنید.

بحث و گفت وگو
هر یک از عوامل نام برده، ) سن، محل سکونت  و...( چگونه می‌تواند بر فعالیت بدنی جامعهٔ آماری مورد بررسی تأثیر بگذارد؟

چه عوامل دیگری به تعریف دقیق مسئله کمک می‌کند؟ 
گروه اجرا کنندهٔ این مطالعه باید شامل چه متخصصانی باشد و دانش هر یک چه نقشی در این مطالعه دارد؟ ) مثلاً متخصصان 

تربیت بدنی چگونه می توانند به اندازه گیری متغیر »  فعالیت بدنی « کمک کنند؟ (

   گام ۲ )طرح و برنامه‌ریزی(

اندازه‌گیری یا سنجش، اولین قدم برای یافتن داده‌ها و بررسی متغیر مورد نظر است. در اندازه‌گیری، در واقع سعی می‌کنیم اطلاعات 
توصیفی )کیفی( را تا حد ممکن به اطلاعات کمّی )عددی( تبدیل کنیم. انتخاب معیار اندازه‌گیری مناسب برای متغیرهایی مانند قد، 
وزن و دما آسان‌ است؛ زیرا با ابزارهایی آشنا می‌توانیم توصیف‌هایی مانند قدِ بلند، وزن مناسب یا هوای گرم را به کمّیتی قابل‌فهم برای 
همه تبدیل کنیم. البته اندازه‌گیری همیشه این‌قدر هم آسان نیست. فرض کنید در مطالعه‌ای می‌خواهیم میزان »خوشحالی« افراد را 
اندازه‌گیری کنیم. چه پرسش‌هایی می‌تواند برای اندازه‌گیری این متغیر به ما کمک کند؟ آیا اندازه‌گیری دارایی‌ها، تحصیلات، دستاوردها، 
تعداد دوستان و… لزوماً مشخص می‌کند که هر فرد چقدر خوشحال است؟ احتمالاً این طور نیست. با توجه به اهمیت اندازه‌گیری 
می‌توانیم بفهمیم که حضور افراد متخصص در گروه هدایت‌کنندهٔ پژوهش چقدر مهم است. متخصصان، ابزارهای اندازه‌گیری یا 
پرسش‌نامه‌ها را طوری طراحی می‌کنند که با آنها بتوانیم همان‌ متغیری را که مورد نظر است، اندازه‌ بگیریم. بدون مشورت با این افراد، 

ممکن است به جای »خوشحالی« مثلاً »رفاه« یا به جای »هوش« مثلاً »حافظه« اندازه‌گیری شود. 
نمونه، چگونگی  اندازهٔ  دربارهٔ  نظر،  مورد  متغیرهای  اندازه‌گیری  دربارهٔ چگونگی  توافق  بر  برنامه‌ریزی علاوه  و  مرحلهٔ طرح  در 

نمونه‌گیری و همچنین شیوهٔ تحلیل داده‌ها تصمیم‌گیری می‌شود.

تعداد اعضای جامعه را اندازهٔ جامعه و تعداد اعضای 
متغیر  پراکندگی  هرچه  می‌نامیم.  نمونه  اندازهٔ  را  نمونه 
حصول  برای  باشد،  بیشتر  جامعه  در  بررسی  مورد 
نمونهٔ  اندازهٔ  به  نمونه،  در  تنوع  وجود  از  اطمینان 

بزرگ‌تری نیاز داریم.
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                            کار در   کلاس

1. برای بررسی کدام‌یک از موارد زیر به اندازهٔ نمونهٔ بزرگ‌تری نیاز است؟ توضیح دهید.
 سن دانش‌آموزان در کلاسی که در آن درس می‌خوانید.

 معدل سال گذشتهٔ دانش‌آموزان در کلاسی که در آن درس می‌خوانید.

2. علی و امید در یک پروژهٔ دانش‌آموزی می‌خواهند بررسی کنند که »نوجوانان منطقهٔ ۲ آبادان در اوقات فراغت خود به چه 
فعالیت‌هایی مشغول‌اند و برای هر فعالیت چقدر وقت صرف می کنند.«

علی پیشنهاد می‌کند: »برای نمونه‌گیری به چند مکان تفریحی، فرهنگی، مذهبی و ورزشی برویم و در هر مکان چند نوجوان را 
به طور ‌تصادفی انتخاب کنیم و از آنها بپرسیم به‌طور متوسط چند ساعت در هفته به این مکان می‌آیند.«

امید پیشنهاد می‌کند: »اگر ادارهٔ آموزش و پرورش منطقه موافقت کند، برای نمونه‌گیری فهرستی از دانش‌آموزان متوسطهٔ اول و 
دوم منطقهٔ ۲ آبادان تهیه کنیم. بعد، با اندازهٔ نمونهٔ کافی افرادی را به طور ‌تصادفی انتخاب کنیم و از هر دانش‌آموز بپرسیم در اوقات 

فراغت خود چه فعالیت‌هایی انجام می‌دهد و به‌صورت متوسط چند ساعت در هفته به این فعالیت‌ها مشغول است.«

موارد زیر اشکالاتی است که در پیشنهادهای امید و علی وجود دارد. در هر مورد، بنویسید که 
اشکال مربوط به پیشنهاد علی است یا امید.

الف( کسانی که اوقات فراغتشان را در خانه می‌گذرانند، شانس حضور در نمونه را ندارند.
ب( نوجوانان بازمانده از تحصیل، شانس حضور در نمونه را ندارند.

پ( اگر مثلاً به کتابخانه برویم و از نوجوانان بپرسیم به‌طور متوسط چند ساعت در هفته به این مکان 
می‌آیند، میانگین داده‌های به‌دست‌آمده )آمارهٔ نمونه( بزرگ‌تر از میانگین آن در جامعهٔ آماری )پارامتر 

جامعه( می‌شود؛ چون نوجوانانی که اصلاً به کتابخانه نمی‌روند، در نظر گرفته نشده‌اند.
دو اشکال دیگر را که به نمونه‌گیری علی وارد است، مطرح کنید.

3. برای بررسی وضعیت اجتماعی ــ اقتصادی خانوارهای یک شهر در کدام یک از شیوه های نمونه‌گیری زیر، همهٔ قشرهای 
جامعه شانس حضور ندارند؟ چرا؟

الف( انتخاب تصادفی خانوارها براساس رقم اول تلفن خانه ها
ب( انتخاب تصادفی خانوارها براساس رقم آخر تلفن خانه ها.

  گام ۳ )گردآوری و پاک‌سازی داده‌ها(
در هر مطالعه ممکن است در مرحلهٔ اندازه‌گیری، گرد‌آوری یا ثبت داده‌ها و یا وارد کردن داده‌ها در 

نرم‌افزار اشتباهی رخ دهد. با بررسی دقیق داده‌ها می‌توان برخی از این اشتباه‌ها را تصحیح کرد.
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IQR: Interquartile Range ٭
SD: Standard Deviation ٭٭

  گام ۴ )تحلیل داده‌ها(
در این مرحله، داده‌ها را تحلیل می کنیم و نتایج را ارائه می دهیم. منظور از تحلیل داده‌ها در واقع صرفاً گزارش معیارها و ارائهٔ 

نمودارها و دیگر نتایج آماری است. تفسیر این نتایج و نتیجه‌گیری از آنها در گام بعد انجام خواهد شد.
‌یادآوری: همان‌طور که می‌دانید، برای توصیف داده‌های کمّی باید هم  معیار گرایش به مرکز و هم معیار پراکندگی گزارش شود 
معیارهای گرایش به مرکز مانند میانگین و میانه به ما کمک می‌کنند بدانیم داده‌ها در کجا متمرکزند و معیارهای پراکندگی به ما کمک 
می‌کنند بدانیم داده‌ها چگونه متراکم یا پراکنده شده‌اند. به یاد دارید که اگر دادهٔ دورافتاده داشته باشیم، میانگین و انحراف معیار،  

معیارهای مناسبی برای توصیف داده‌ها نخواهند بود و باید از میانه و دامنه های میان چارکی استفاده کنیم. چرا؟

مثال : 
با توجه به داده‌ها جدول زیر کامل شده است.

معیارهای پراکندگی
معیارهای 

گرایش به مرکز

ات
ییر

هٔ تغ
دامن

SD
 (σ

)

IQ
Rیانه
م

گین
متغیرداده‌هامیان

سن )سال(2/51716/83۱۹۱۵۱۸۱۷۱۶۱۵۱۹۱۵۱۷۱۶۱۸۱۷=41/3418-15/5=19-15

میزان تماشای تلویزیون36/259/71۵۴۳۰۶۸۷۶/۵۷۶۴۲۹۴=268/557/5-4/5=30-4

راهنمای جدول : میزان تماشای تلویزیون: متوسط ساعت‌های تماشای تلویزیون در هفته؛٭  IQR : دامنهٔ میان چارکی؛ ٭٭   SD : انحراف معیار.

با توجه به جدول بالا، به پرسش‌های زیر پاسخ دهید:

الف( کدام معیار گرایش به مرکز و کدام معیار پراکندگی برای توصیف داده‌های متغیر »سن« مناسب‌اند؟ چرا؟
با توجه به توزیع داده ها، برای متغیر »سن«، میانگین و انحراف استاندارد )انحراف معیار( معیارهای مناسبی هستند، چون داده 

دور افتاده مشاهده نمی کنیم.�

ب( کدام معیار گرایش به مرکز و کدام معیار پراکندگی، برای توصیف داده‌های »ساعت‌های تماشای تلویزیون« مناسب‌اند؟ چرا؟
میانه و دامنهٔ میان چارکی، معیارهای گرایش به مرکز و پراکندگی مناسبی هستند؛ زیرا چند �داده دور افتاده وجود دارد.
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پ( انحراف کدام داده‌ها از میانگین، باعث بزرگ‌ شدن انحراف معیارِ متغیر »ساعت‌های تماشای تلویزیون« شده است؟ چگونه؟
به تبع آن بزرگ شدن  داده های ٢٩ و ٣٠ فاصلهٔ زیادی از میانگین دارند و مجذور این فاصله ها باعث بزرگ شدن واریانس و 

انحراف استاندارد )انحراف معیار( شده است.

ت( اگر برای توصیف داده‌های متغیر »ساعت‌های تماشای تلویزیون« فقط میانگین گزارش می‌شد، خوانندگانی که به داده‌های خام 
دسترسی نداشتند چگونه گمراه می‌شدند؟

در واقع میانگین )9/71(، نماینده مناسبی برای داده های »میزان تماشای تلویزیون« نیست و به سمت داده های دور افتاده رفته است.

میانگین و انحراف معیار سن است؟  ث( با توجه به داده‌های جدول کار در کلاس در صفحهٔ قبل، کدام‌یک از نمودارهای زیر نشان‌دهندهٔ 
نمودار الف یا ب؟

نمودار الف
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در داده‌هایی که میانگین و انحراف معیار شاخص‌های مناسبی برای توصیف هستند )هنگامی که دادهٔ دور افتاده 
نداشته باشیم(، می‌توانیم از نموداری استفاده کنیم که بلندی مستطیل آن نشان‌دهندهٔ میانگین باشد و میلهٔ خطای 

آن، به اندازهٔ انحراف معیار، روی مستطیل بالا آمده باشد.

اگر داده‌های دورافتاده داشته باشیم، نمی‌توانیم فقط به نمایش میانگین و انحراف معیار بسنده کنیم؛ زیرا گزارش میانگین می‌تواند 
گمراه‌کننده باشد. در این گونه موارد باید از نمودار جعبه‌ای استفاده کنیم. برای داده‌های »ساعت‌های تماشای تلویزیون« در مثال 
بالا، با استفاده از مقدار چارک‌های اول، دوم )میانه( و سوم، ابعاد جعبه )به ترتیب ابتدا، خط میانی و انتها( را روی محور زیر 

مشخص کنید. سپس، با توجه به کوچک‌ترین و بزرگ‌ترین داده‌ها، نمودار جعبه‌ای را رسم کنید. 
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الف( کدام نمودار بهتر نشان‌ می‌دهد که داده‌ها کجا متراکم‌تر و کجا پراکنده‌ترند: نمودار نمایش‌دهندهٔ میانگین و انحراف معیار یا 
نمودار جعبه‌ای؟
نمودار جعبه ای

ب( اگر از الگوی توزیع داده‌ها و وجود داده‌های دورافتاده اطلاعی نداشته باشیم، کدام نمودار برای نمایش اطلاعات متغیرهای 
کمّی مطمئن‌تر است؟

مطمئن ترین نمودار برای متغیر کمی، نمودار جعبه ای است.

                         کار در کلاس
دو شرکت به نرگس پیشنهاد کار داده اند که یکی از آنها ۳۰ و دیگری ۳۱ کارمند دارد. میانگین حقوق ماهیانهٔ کارمندان شرکت 
اول، تقریباً 7/6 میلیون تومان و میانگین حقوق ماهیانهٔ کارمندان شرکت دوم تقریباً 10 میلیون تومان است. او برای انتخاب یکی از 

این دو شرکت، از اعظم و مریم نظرخواهی می کند. 
اعظم می‌گوید: »شرکت دوم را انتخاب کن؛ چون به طور متوسط هر ماه ۴ میلیون تومان درآمد خواهی داشت.«

مریم می‌گوید »به نظر من این اطلاعات کافی نیست. گزارش معیار گرایش به مرکز بدون معیار پراکندگی چه فایده‌ای دارد؟« 
آنها تصمیم می‌گیرند شرایط را کمی بیشتر بررسی کنند پس، در هر شرکت چند نفر را به طور تصادفی انتخاب می‌کنند و اطلاعات 

زیر را گرد‌آوری می‌کنند.

حقوق کارمندان
شرکت اول7/۸7/۱97/۹7/۴7/۷7/۲7/۵7
شرکت دوم6/۸6/۹16/۱7/۶6/۸18/۱1476/۷

الف( با استفاده از داده‌های جدول بالا، نمودار جعبه‌ای حقوق ماهیانهٔ کارمندان این دو شرکت را روی یک محور رسم کنید.

ب( با توجه به نمودارهای قسمت الف، درستی یا نادرستی هر یک از عبارت‌های زیر را مشخص کنید.
 حقوق تقریباً ٪۵۰ کارمندان شرکت دوم کمتر از کمترین حقوق کارمندان شرکت اول است.

 اگر نرگس سطح تحصیلات و تجربهٔ متوسطی داشته باشد و این دو شرکت افراد را براساس 
شایستگی هایشان انتخاب کنند، شرکت اول برای او مناسب است.

 در شرکت دوم، میانگین،معیار گرایش به مرکز مناسبی است.

      

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
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                          کار در کلاس      

دو مدرسهٔ متوسطهٔ دوم، که تعداد دانش‌آموزانشان تقریباً برابر بود، در سال گذشته با تغییر برنامه ها و کادر آموزشی شان، وضعیت 
قبولی دانش آموزان خود را در ۱۵ دانشگاه برتر کشور بهبود دادند. مدرسهٔ اول قبولی‌هایش ۲۰۰ درصد افزایش داشت و مدرسه 

دوم ۲۰ درصد. فرض می‌کنیم اولیا برای انتخاب مدرسهٔ فرزندان خود محدودیتی ندارند.

الف( در این مسئله، متغیر »قبولی در 15 دانشگاه برتر کشور« )قبول شدن / قبول نشدن( چه نوع متغیری است؟ کمّی یا کیفی؟
ب( با توجه به این اطلاعات، کدام مدرسه را به اولیا پیشنهاد می‌کنید؟

پ( افزایش ۲۰۰ درصدی و ۲۰ درصد به چه معناست؟ توضیح دهید.
ت( فرض کنید در مدرسهٔ اول، تعداد قبولی‌ها قبلاً ۱ نفر بوده و با تغییر کادر آموزشی ۳ نفر شده است )٪۲۰۰ افزایش( و در مدرسهٔ 
دوم، تعداد قبولی‌ها ۷۰ نفر بوده و با تغییر کادر آموزشی ۸۴ نفر شده است )٪۲۰ افزایش(. اکنون کدام مدرسه را پیشنهاد می‌کنید؟

ث( در گزارش متغیرهای کیفی، ارائهٔ درصد بدون مشخص‌کردنِ تعداد، چگونه می‌تواند گمراه کننده باشد؟

برای توصیف داده‌های کیفی )اسمی یا ترتیبی( گزارش درصد باید همیشه با گزارش تعداد همراه باشد.

  گام ۵ )بحث و نتیجه‌گیری(

پس از تحلیل داده‌ها،  باید بتوانیم با تفسیر نتایج، پاسخی برای مسئلهٔ اصلی پیدا کنیم. در تفسیر نتایج، توجه به محدودیت‌های 
مطالعه‌ای که انجام داده‌ایم بسیار مهم است. روش کار و محدودیت‌های آن باید چنان صادقانه گزارش شود که اگر افراد دیگری 
تصمیم به انجام دادن مطالعه‌ای در همان زمینه داشتند، با مشکلاتی مشابه مواجه نشوند. پیشنهادهای ما می تواند به این افراد کمک 
کند. اگر ضمن توجه به تمامی نکات نمونه‌گیری، داده ها را با روش‌های مناسبی تحلیل کرده باشیم، در بهترین حالت می‌توانیم نتایج 
را فقط به جامعه آماری مورد بررسی تعمیم دهیم؛ توجه کنید که اگر تمامی افراد جامعهٔ آماری را بررسی نکرده‌ایم، نتایج ما قطعی 
نیستند؛ چون در نمونه‌گیری دیگری از همین جامعه، افراد دیگری در نمونه قرار می‌گیرند و نتایج متفاوتی به دست خواهد آمد. 

)از جامعه‌ای با اندازهٔ N به چند طریق می‌توانیم نمونه‌هایی با اندازهٔ n داشته باشیم؟(

یکپارچگی چرخۀ آمار در حل مسائل

همان‌طور که دیدید، در تمامی گام‌های حل مسئلهٔ مرتبط با آمار، لازم است مسئلهٔ مورد 
بررسی، متغیرها و عوامل مرتبط با آنها را خوب بشناسیم. این امر، بدون کارِ گروهی 
و همکاری کارشناسان زمینهٔ پژوهش مورد بررسی، ممکن نیست. مثلاً اگر آمارگیران 
از اهداف کلی مطالعه باخبر نباشند یا فردی که داده‌ها را تحلیل می‌کند، ویژگی‌های 
جامعهٔ آماری یا موضوع مورد بررسی را به خوبی نشناسد، حتی اگر هر فرد به صورت 
جداگانه کار خود را خیلی خوب انجام دهد، نتیجهٔ نهایی لزوماً مطلوب نخواهد بود. 
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باید توجه داشته باشیم که اگر مطالعه در منطقه‌ای انجام می‌شود که ویژگی‌های آن را به خوبی نمی‌شناسیم، در تمام گام‌ها به دانش 
اهالی منطقه اولویت دهیم.

کیفیت اجرای هر یک از گام‌های چرخهٔ آمار، گام‌های دیگر را به شدت تحت تأثیر قرار می‌دهد. مثلاً برای نقد معیارهای گزارش 
شده در یک مطالعه، نه‌تنها می‌توانیم چرایی گزارش میانگین یا میانه و یا گزارش نشدن شاخص پراکندگی را نقد کنیم، بلکه باید دربارهٔ 
چگونگی نمونه‌گیری، شیوهٔ اندازه‌گیری، نوع ورود داده‌ها و تمامی موارد گام‌های دیگر چرخه نیز تردید و پرسش داشته باشیم. 

                    

بناهای  قدمت  »بررسی  موضوع  با  که  پروژه ای  از  واقعی  مثالی 
چگونه  که  می دهد  نشان  شده،  انجام  روستا«  چند  مسکونی 
از  را  ما  می تواند  اجراکننده  گروه  اعضاء  تمامی  ندادن  مشارکت 
پاسخ مسئله کاملاً دور کند. برای اجرای این پروژه کارشناسان 
طی جلساتی به طراحی و برنامه ریزی جزئیات کار پرداختند و سپس 
برای گردآوری داده ها چندنفر را استخدام کردند. آمارگیرها بدون 
اطلاع از چگونگی شکل گیری مسئله و اهداف پروژه، برای پرکردن 

پرسشنامه ها به منازل مختلف مراجعه کردند. هنگام وارد کردن داده ها، در نرم افزار، در چندین پرسشنامه در مقابل متغیر 
»سن بنا« نوشته شده بود: »فوت شده است«.

                              کار در کلاس

1. برای احداث یک استخر در حاشیه یک کلان‌شهر، محل مناسبی انتخاب، و با همکاری گروهی متخصص، استخری مجهز و 
اصولی در آن محل ساخته شد. پس از بهره‌برداری از استخر، مشاهده شد که اغلب اوقات افراد مسن زیادی، که شناگر نبودند، به 

توصیهٔ پزشکی در قسمت کم‌عمق در حال راه رفتن در آب اند و در قسمت عمیق گاهی فقط چند نفر شنا می‌کنند.

الف( آگاهی از میانگین سنی افراد منطقهٔ احداث استخر، چگونه می‌توانست به اجرای این پروژه کمک کند؟

ب( چگونه مشورت با افراد بومی می‌توانست به متخصصان کمک کند که ابعاد قسمت کم‌عمق و عمیق استخر را متناسب با نیاز 
منطقه طراحی کنند؟
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2. هر یک از موارد زیر اجرای نادرست کدام گام است و بر کدام گام‌های دیگر اثر می‌گذارد؟ چگونه؟

الف( مسئله به صورتی بیان شده است که اجراکنندگان برداشت‌های متفاوتی از اهداف پژوهش دارند.

ب( اندازه‌گیری وزن افراد نمونه با دو واحد متفاوت )کیلوگرم و پوند( انجام شده است.

پ( تمامی داده‌های دورافتاده حذف شده‌اند.

ت( نتایج را فقط افراد متخصص آمار تفسیر کرده اند.

خواندنی
پادشاهی پسر خود را به جماعتی اهل هنر سپرده بود تا او را از علوم نجوم و رمل و غیره آموخته بودند و استاد تمام گشت 
با کمال کودنی. روزی پادشاه انگشتری در مُشت گرفت؛ فرزند خود را امتحان کرد که بیا بگو در مُشت چه دارم؟ پسر 
ف )میان‌تهی( است.« پادشاه گفت: »چون نشان‌های راست دادی، پس  گفت: »آنچه داری گِرد است و زرد است و مُجَوَّ
حکم کن که آن چه چیزی باشد.« پسر گفت: »‌باید که غربیل )غربال، الکَ( باشد.« پادشاه گفت: »از قوت تحصیل و دانش 

این چندین نشان‌های دقیق دادی که عقول در آن حیران شوند اما ندانستی که غربیل در مشت نگنجد؟«
برگرفته از فیه ما فیه ــ مولانا جلال‌الدین محمّد

تمرین
به نظر می رسد کودکانی که زبان مادری شان فارسی نیست، در دورهٔ دبستان مشکلات بیشتری برای یادگیری مفاهیم درسی   .1
دارند. با انتخاب یک جامعهٔ آماری محدود )از نظر پایهٔ تحصیلی، جنسیت، منطقه، زبان مادری و…( و انتخاب متغیر مناسب، این 

مسئله را به صورت دقیق و شفاف بیان کنید.
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2.  با توجه به تأثیر شیوه های مختلف حمل و نقل بر محیط زیست، می خواهیم در یک کلاس ٢٨ نفره با انتخاب تصادفی ٩ نفر از 
دانش آموزان، از آنها بپرسیم در هفتهٔ گذشته، بیشتر به کدام یک از شیوه های زیر به مدرسه آمده اند؟

 1ــ پیاده یا با دوچرخه
 2ــ با وسایل حمل و نقل عمومی

 3ــ با سرویس مدرسه یا خودروی شخصی.

الف( در این مطالعه، جامعهٔ آماری، نمونهٔ آماری، اندازهٔ جامعه و اندازهٔ نمونه را مشخص کنید.

ب( داده های این مطالعه را با چه روشی می توان گردآوری کرد؟ چه مشکلاتی ممکن است در گرد آوری این داده ها رخ دهد؟

ـ اسمی/ترتیبی(  پ( متغیر تصادفی مورد بررسی این مطالعه چیست؟ نوع متغیر )کمّی/کیفی( و مقیاس اندازه گیری )فاصله ای/نسبتی ـ
آن را مشخص کنید.

ت( چه نمودارها و آماره هایی برای گزارش نتایج این مطالعه مناسب اند؟

ث( آیا می توانیم این نتایج را به شیوهٔ رفت و آمد دانش آموزان این کلاس در کل سال تحصیلی تعمیم دهیم )مثلاً به فصل های مختلف 
یا زمان برگزاری آزمون های پایان نیم سال(؟ توضیح دهید.

ج( اگر ٩ نفر دیگر از این کلاس را به طور تصادفی انتخاب می کردیم، آیا دقیقاً همین نتایج حاصل می شد یا امکان داشت حداقل 
نتایج کمی تغییر کند؟ توضیح دهید.

3. در هریک از موارد زیر، علت عدم تناسب جامعهٔ آماری با نمونه های انتخاب شده را توضیح دهید. برای بهبود نمونه گیری چه 
پیشنهادی دارید؟ انتخاب نادرست نمونه در هریک از موارد چگونه بر نتایج تأثیر می گذارد؟

الف( مسئله: بررسی میزان رضایت شغلی در کارمندان یک کارگاه شبانه روزی
نمونه: انتخاب تصادفی تعدادی از مدیران ارشد شیفت روز

ب( مسئله: نظرسنجی از مادران یک شهر دربارهٔ میزان رضایتشان از برنامه های کودک تلویزیون
نمونه: انتخاب تصادفی برخی منازل از تمامی مناطق شهر و مراجعه به آنها بین ساعت ٨ تا ١٠ صبح

پ( مسئله: نظرسنجی از دانش آموزان پایهٔ دوازدهم منطقهٔ 2 بوشهر دربارهٔ اینکه به طور متوسط چند ساعت از روز را به انجام 
دادن تکالیف مدرسه اختصاص می دهند.

نمونه: دختران پایهٔ دوازدهم یک مدرسه از این منطقه که به صورت داوطلبانه در این مطالعه مشارکت کرده اند.
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گروه 2

گروه 1

نمره
10 12 14 16 18 20

4. »مطالعات دانشمندان علوم اعصاب نشان می دهد که مغز انسان برای انجام دادن هم زمان چند فعالیت ساخته نشده است و هر 
بار که ما گمان می کنیم مشغول انجام دادن چند کار به صورت هم زمان هستیم، درواقع مغزمان دارد با سرعت از کاری به کار دیگر 
می پرد. مغز انسان تشنهٔ خبرها و اتفاقات جدید است. وقتی مشغول مطالعه و یادگیری هستیم و ناگهان صدای دریافت یک پیام 
را از تلفن همراه خود می شنویم، مغز ما، که بی تابانه منتظر کشف آن اطلاع جدید است، دیگر روی یک کار متمرکز نیست. این 
مطالعات نشان می دهد که مثلاً اگر دانش آموزی هنگام مطالعه و یادگیری، هم زمان تلویزیون تماشا کند یا گفت وگویی را در یک 

شبکهٔ اجتماعی دنبال کند، مطالب درسی به جای اینکه به قسمت حقایق و ایده ها برود، به قسمت مهارت ها فرستاده می شود.«
پایهٔ دوازدهم  سعید و سهراب پس از خواندن این مطلب در نشریهٔ مدرسه تصمیم گرفتند نمرهٔ عملکرد تحصیلی ٢٥ دانش آموز 
مدرسه را که هنگام مطالعه، تلفن همراه خود را در حالت بی صدا قرار می دهند )گروه یک(، با ٢٥ دانش آموز پایهٔ دوازدهم دیگر که 

این کار را انجام نمی دهند )گروه دو( مقایسه کنند. نتایج این مطالعه به این شرح است :

الف( از مقایسهٔ میانهٔ گروه یک با چارک سوم گروه دو چه نتیجه ای می گیرید؟

ب( پراکندگی دو گروه را با استفاده از دامنهٔ تغییرات و دامنهٔ میان چارکی مقایسه کنید.

پ( از مقایسهٔ کمینهٔ گروه یک با چارک اولِ گروه دوم چه نتیجه ای می گیرید؟

ت( در کدام گروه گزارش میانگین و انحراف معیار می تواند گمراه کننده باشد؟

ث( در کدام گروه مقدار میانگین و میانه به هم نزدیک ترند؟

ج( نتایج این مطالعه را به چه جامعه ای می توان تعمیم داد؟
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5.  در یک نظرسنجی، از ١٥ دانش آموز علوم انسانی پایهٔ یازدهم یک مدرسه پرسیده ایم که به نظر آنها چند ساعت آموزشی در ماه 
برای برگزاری جلسات نقد کتاب یا فیلم مناسب است. داده های گرد آوری شده به این شرح است:

12 	14 	20 	22 	18 	20 	0 	4 	6 	13 	12 	10 	12 	١٠ 	١٦

الف( این داده ها را طوری تغییر دهید که میانگین و انحراف معیار بیشتر شود اما میانه و چارک اول و چارک سوم تغییر نکند.

ب( فرض کنید می خواهیم دو نفر دیگر به این نمونه اضافه کنیم. داده های این دو نفر را طوری انتخاب کنید که میانگین و میانه 
تغییر نکند.

6.  با توجه به تأثیر کمیت و کیفیت خواب بر یادگیری، ندا و آوا در مطالعه ای با بررسی تمامی دانش آموزان سه کلاس پایهٔ دهم، 
میانگین میزان خواب این دانش آموزان را در هفتهٔ گذشته برحسب ساعت پرسیدند و ثبت کردند. آنها پس از گردآوری داده ها و 
بررسی درستی آن را به صورت نمودارهای زیر نمایش دادند. )در این نمودارها بلندی مستطیل، نشان دهندهٔ میانگین و میلهٔ خطا 

نشان دهندهٔ انحراف معیار است.(

  کلاس ١کلاس 2کلاس 3
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الف( چه عواملی ممکن است هنگام گرد آوری داده ها نتایج را از واقعیت دور کند؟ )   هنگامی که از دانش آموزان راجع به میانگین 
ساعت خوابشان در هفتهٔ گذشته می پرسیم آیا آن ها می توانند به درستی به یاد آورند که هر شب چند ساعت خوابیده اند تا بتوانند 

میانگین را به درستی اعلام کنند؟ برای حل این مشکل چه راهکاری پیشنهاد می کنید؟(

ب( نوع )کمّی/کیفی( و مقیاس اندازه گیری )فاصله ای/نسبتی ــ اسمی/ترتیبی( متغیر مورد بررسی در این مطالعه را مشخص کنید.

پ( با استفاده از اطلاعات نمودارها، نتایج را به صورت تقریبی در جدول زیر بنویسید.

کلاس 1کلاس ٢کلاس 3

میانگین

انحراف معیار

ت( چه کسانی می توانند در اجرای بهتر این مطالعه به ما کمک کنند؟ چگونه؟
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دو سال پیش	پارسالامسال
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7.  مدرسه ای برای ترویج فرهنگ کتاب خوانی، از دو سال پیش به غیر از دانش آموزان مدرسه، از خارج از مدرسه نیز عضو 
می پذیرد. نمودار میله ای زیر نشان دهندهٔ روند تغییرات فراوانی اعضای جدید کتابخانه در دو گروه مذکور است.

الف( سال گذشته چند نفر از خارج مدرسه عضو کتابخانه شده اند؟

ب( با توجه به روند این تغییرات، پیش بینی می کنید سال آینده چه تعداد از دانش آموزان این مدرسه عضو کتابخانه شوند؟

پ( با استفاده از نمودارهای میله ایِ داده شده، برای هریک از این سه سال یک نمودار دایره ای جداگانه رسم کنید.

ت( به نظر شما چه عواملی موجب این روند تغییرات شده است؟

الف( با توجه به این نمودار، چند درصد افراد بازدیدکننده بین ٤٠ تا ٦٠ سال سن دارند؟

ب( مسئول فروش بلیت این سالن نمایش پس از مشاهدهٔ نتایج، آن را غیرواقعی دانست و گفت: »بیشتر بازدیدکنندگان این سالن 
کمتر از ٤٠ سال دارند.« از موارد زیر کدام می توانند نتایج این مطالعه را بدین شکل از واقعیت دور کرده باشد؟ توضیح دهید.

  بسیاری از افراد کمتر از چهل سال تمایلی به پاسخ گویی به سؤالات پرسشگر نداشته اند.
  گرد آوری داده ها در ساعات اداری انجام شده است و بازنشستگان بیشتری در نمونه قرار گرفته اند.

  هنگام گرد آوری داده ها، دانش آموزان بسیاری از طرف مدرسه برای بازدید حضور داشته اند.

8.  فراوانی بازدیدکنندگان از یک سالن نمایش در گروه های سنی مختلف 
در نمودار دایره ای روبه رو نمایش داده شده است. )در این نمودار، ٥٤ 
درجه مربوط به گروه سنی کمتر از ٢٠ سال، ٩٠ درجه مربوط به گروه سنی 

٢٠ تا ٤٠ سال و بقیه مربوط به گروه سنی ٤٠ تا ٦٠ سال است.(

کمتر از ٢٠ سال٢٠ تا ٤٠ سال٤٠ تا ٦٠ سال
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9.  جدول زیر نشان دهندهٔ تعداد تصادف خودرو ها و سرعت حرکت آنها در زمان تصادف است.
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)کیلومتر در ساعت( سرعت10

تعداد خودروهای تصادف کرده102020407015024035025021013040

همان طور که دیده می شود، تعداد تصادف خودرو هایی که سرعتشان بیش از ٩٠ کیلومتر در ساعت بوده، کمتر است. پس:
»هرچه سریع تر بروید، مطمئن تر و امن تر است.«

نتیجه گیری بالا چه اشکالی دارد؟ چرا این تصور ایجاد شده است؟

پروژه
موضوعی دلخواه یا یکی از موضوعات زیر را انتخاب کنید و با استفاده از گام های چرخهٔ آمار، نتایج حاصل را در قالب یک 

گزارش در کلاس ارائه کنید.

  بررسی ساعات روزانهٔ حضور دانش آموزان در شبکه های اجتماعی

  نظرسنجی دربارهٔ تغییر قوانین حاکم بر کلاس یا مدرسه

  نظرسنجی دربارهٔ کلاس درسی که می توانید پرسش های خود را آزادانه در آن مطرح کنید.

  نظرسنجی دربارهٔ ساعات لازم برای تدریس ریاضی در کلاس دوازدهم انسانی

  بررسی ساعت های مطالعهٔ آزاد دانش آموزان و مقایسهٔ آن بین دو گروه از دانش آموزان

  بررسی فعالیت های فوق برنامهٔ مورد علاقهٔ دانش آموزان.
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مٰواتِ وَالارَضِ وَ اختِلافِ الَّیلِ و النَّهارِ لَیاتٍ لِوُلیِ الالباَب   )آیهٔ 190 / سورهٔ مبارکه آل عمران( اِنَّ فی خلق السَّ
» و مسلماً در آفرینش آسمان ها و زمین و آمدورفت شب و روز نشانه های )روشنی( برای خردمندان است«

در جهان اطراف ما الگوهای خطی و غیرخطی بسیاری وجود دارد. این الگوها هم در جانداران و هم 
در طبیعت قابل مشاهده است.

درس١

درس2

فصل2ـ الگوهای خطی
مدل سازی و دنباله

دنباله  های حسابی
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 مدل سازی   

در کتاب یازدهم با بررسی مسائلی از دنیای واقعی، مانند محاسبهٔ قبض برق یک خانه یا مدل ریاضی چراغ راهنمایی و رانندگی، با 

مفهوم مدل سازی آشنا شدیم )رسم نمودارِ توابعِ متناظر با مفهوم مطرح شده(.

درس١

مدل سازی و دنباله

فعالیت

1. یک چراغ راهنمایی و رانندگی از لحظهٔ شروع به کار 25 ثانیه سبز، 5 ثانیه زرد و 15 ثانیه قرمز 
است. مدل ریاضی مسئله را در 45 ثانیهٔ اوّل شروع به کار چراغ راهنمایی و رانندگی به کمک 

تابع بنویسید و نمودار آن را رسم کنید.
اگر چراغ روشنِ سبز عدد 1، زرد عدد 2 و قرمز عدد 3 باشد و f  (t) عدد چراغ روشن در ثانیهٔ 

t اُم،  با توجه به فرض:

( )
t

f t t

t

≤ <
= ≤ <
 ≤ <



 

1 0 25

25 30

3

	
{ } { }| , , ,f fD t t R= ∈ ≤ < =  

10 20 30 400

1

2

3

504525
زمان) ثانیه (

عدد چراغ روشن
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2. نمودار میله ای زیر، تعداد مسافران پیاده شده در هر ایستگاه یک خط مترو در یک مسیر رفت را نشان می دهد. اگر n، شمارهٔ 
ایستگاه و f  (n) تعداد مسافران پیاده شده از نخستین ایستگاه بعد از مبدأ باشد، جدول، نمودار، ضابطه، دامنه و برد  تابع را کامل 

کنید.

54321n

...............3015 f   (n)

( )
( )

n
f n

n n

            ≤ ≤
=  + −        ≤ ≤

1 3

15 45 4 4 5



 { }|fD n n= ∈ ≤ ≤ 

               { }, , ,fR =

	

یکی از تفاوت های توابع مطرح  شده در فعالیت الف و ب، دامنهٔ آنهاست. با توجه به اینکه در فعالیت اوّل، دامنهٔ تابع زمان شروع 
به کار چراغ راهنمایی و رانندگی تا ثانیهٔ 45اُم است و تابع در تمامی این زمان، قابل تعریف است، پس دامنهٔ تابع زیرمجموعه ای از 

اعداد حقیقی انتخاب شده است.
در فعالیت دوم، دامنهٔ تابع بیانگر شمارهٔ ایستگاه های قطار است؛ زیرا عدد 1، ایستگاه اوّل، عدد 2، ایستگاه دوم و… است. 

پس، دامنهٔ تابع زیر مجموعه ای از مجموعهٔ اعداد طبیعی است.

1 2 3 40

15

30

45

60

5 6

( )f n

n

مبدأ

تعداد مسافران پیاده شده

شمارۀ ایستگاه
1 2 3 40 5

15

30

45

60

{ }| . .fD n n= ∈ ≤ ≤  
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کار در کلاس

1. اگر f تابع مدل ریاضی هر کدام از مسائل زیر باشد، مانند نمونه، دامنهٔ هر کدام از مسائل را مشخص کنید. 

2. داخل هر کدام از مستطیل های زیر مسئله ای را بنویسید که دامنهٔ مدل ریاضی آن مطابق شکل زیر باشد:

در تعیین دامنهٔ تعریف توابعی که پاسخ آنها وابسته به بررسی مسئله در مرحله یا گام اوّل، دوم، … و nام است، از 
مجموعهٔ اعداد طبیعی استفاده می کنیم.

دمای خانه در هر لحظه 
از شبانه روز

  تعداد شرکت کنندگان سالیانهٔ 
مراسم اربعین حسینی در کربلا

مصرف برق ماهیانهٔ یک 
خانه از اوّل سال

سالیانۀ  شرکت کنندگان  تعداد   
 مساحت دایره ای به شعاع r  کنکور سراسری در رشتهٔ انسانی

یک  لحظه ای  سرعت 

دوندهٔ دوی ماراتن  

جام  قهرمان  زدۀ  گل  تعداد   
جهانی فوتبال از اوّلین روز








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 کاربردی دیگر از مجموعۀ اعداد طبیعی  

در بسیاری از مسائل واقعی مانند مسائلی که وابسته به زمان اند، ممکن است بررسی تابع در هر لحظه از نظر عملی امکان پذیر نباشد. 
در این حالت، با انتخاب نقاطی با فاصلهٔ زمانی یکسان )تشکیل یک سری زمانی( رفتار تابع را به طور تقریبی بررسی می کنیم.

برای مثال، از لحاظ نظری یک پزشک می تواند میزان یک دارو را در بدن بیمار در هر لحظه از شبانه روز اندازه گیری کند اما در 
عمل او با فواصل زمانی یکسان )مثلاً در هر یک ساعت از زمان بستری شدن بیمار( به کمک آزمایش، میزان دارو را در بدن بیمار 

بررسی می کند.
به بیان ریاضی، این پزشک رفتار تابعی را که در مجموعهٔ اعداد حقیقی تعریف شده است، در مجموعهٔ اعداد طبیعی بررسی می کند 

)میزان دارو در اوّلین آزمایش، دومین آزمایش و…(.

در فعالیت صفحهٔ بعد، نمونه ای دیگر از همین کاربرد را می بینیم.

نمودار میزان دارو در بدن بیمار در هر آزمایش

میزان دارو در بدن بیمار در هر آزمایش )  میلی گرم(  

مدت زمان بستری شدن ) ساعت(

 نمودار واقعی میزان دارو در بدن بیمار در 
هشت ساعت اوّل از زمان بستری شدن

 میزان دارو در بدن بیمار) میلی گرم(

مدت زمان بستری شدن ) ساعت(

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t
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فعالیت
نمودار زیر شاخص قیمت بورس اوراق بهادار تهران1 )شاخص کل( را از دی ماه 1391 تا دی ماه 1396 به طور تقریبی نشان 

می دهد:

الف( روی نمودار، نقاطی را مشخص کنید که شاخص کل سهام را در تاریخ های نوشته شده معلوم کند. در سری زمانی بالا، 
شاخص کل در چه فاصله ای روند کاهشی و در چه فاصله ای روند افزایشی داشته است؟ چرا؟

ب( اگر به ترتیب دی 1391 را اوّلین، خرداد 1392 را دومین و… و دی  1396 را یازدهمین تاریخ مورد بررسی در نظر بگیریم و 
رابطهٔ میان شاخص کل با زمان را با تابع f نشان دهیم، جدول زیر را کامل کنید.

n اُمین تاریخ بررسی1110987654321

……25
 f    (n)

مقدار شاخص کل )هزار(

ج( با توجه به رفتار شاخص کل از دی ماه 1394 تا دی ماه 1396 )زمان تألیف این پرسش(، اگر رفتار تابع )شاخص کل( به همین 
صورت ادامه یابد، کدام یک از اعداد زیر تقریب بهتری برای )f   )13 است؟ چرا؟

125,000 )5        100,000 )4      112,500 )3        105,000 )2        85,000 )1

د( با مراجعه به پایگاه www.tse.ir مقدار به دست آمده برای دی ماه 1397 را با مقدار واقعی آن مقایسه کنید.

Tehran Price Index :TEPIX ،1. شاخص بورس تهران

خرداد خرداددی خرداد خرداد خرداد

تاریخ بررسی

شاخص کل )هزار(

دیدیدیدیدی
1 2 3 4 5 6 7 8

91 92 92 93 93 94 94 95 95 96 96

9 10 11 12 130

25

50

75

100
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خواندنی
»شاخص بورس تهران امروز با 1500 واحد افزایش به 85000 واحد رسید«، »شاخص بورس امروز 500 واحد افت 

داشت« اینها نمونهٔ جملاتی است که بارها در اخبار اقتصادی شنیده ایم، اما این اعداد چه معنایی دارند؟
بازار بورس شاخص های مختلفی دارد اما شاید معروف ترین آنها ــ که در اخبار مطرح می شود ــ »شاخص کل« بورس 

باشد؛همان شاخصی که نمودار آن در فعالیت پیش بررسی شد. این شاخص از رابطهٔ زیر به دست می آید:

                                                                                                ارزش جاری بازار
                                                                                                     100×  = شاخص سهام کل

                                                                                                                  ارزش پایهٔ سهام
در این تعریف، سال پایه سال 1369 در نظر گرفته شده است.

منظور از ارزش جاری بازار، مجموع حاصل ضرب های »ارزش سهام در همان روز × تعداد سهام در روز مورد بررسی« 
برای تک تک شرکت هایی است که در بازار بورس قرار دارند. منظور از ارزش پایهٔ سهام، نیز مجموع حاصل ضرب های 

»ارزش سهام در روز پایه × تعداد سهام در روز بررسی1« است. برای درک بهتر، به مثال زیر توجه کنید. 
ــ فرض کنید در بازار بورس فقط دو شرکت BوA وجود داشته باشند. شاخص سهام کل بازار بورس مثلاً در تاریخ 12 

بهمن 1396 به کمک اطلاعات جدول زیر قابل محاسبه است.

قیمت سهام در
 12 بهمن 1396

تعداد سهام شرکت در 
12 بهمن 1396

⇒

قیمت سهام شرکت 
در تاریخ پایه 

تعداد سهام شرکت در زمان ورود 
به بورس )20 فروردین 1369( 

شرکت

601200451000A

80150030500B

, = شاخص سهام کل /
,

× + ×
× = × = × =

× + ×
1200 60 1500 80 192000

100 100 1 93 100 193
1200 45 1500 30 99000

 

عدد 193 به معنای 193 برابر شدن ارزش بازار در 12 بهمن 1396 نسبت به 20 فروردین 1369 است.
توجه داشته باشید که شاخص کل، واحد ندارد و این عدد به تنهایی سود یا ضرر را نشان نمی دهد بلکه تغییرات آن اهمیت 
دارد. برای مثال، اگر شما از سهام تمام شرکت های بورس یک سهم خریده باشید، در این صورت تغییرات شاخص کل 
بورس میزان بازدهی شماست؛ یعنی اگر شاخص کل بورس در یک سال از 2000 واحد به 3000 واحد برسد، یعنی 50% 

رشد کند، میانگین بازدهی بورس طی یک سال برای شما   %50 بوده است.

1. فرمول بالا به روش محاسبهٔ »لاسپیرز« )Laspeyers( معروف است.
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با  تابعی  نیز می توانیم به کمک  این الگوها را  nاُم یک الگو آشنا شدیم.1 عموماً  یافتن جملهٔ  با مفهوم الگو و   در سال های پیش 
دامنهٔ اعداد طبیعی مدل سازی کنیم.

فعالیت
برای نوشتن جملات یک الگو در مثلث زیر 2، اعداد هر سطر را به صورت زیر با یکدیگر جمع می کنیم:

اگر n شمارهٔ هر سطر و an )جمله nام الگو( جمع اعداد هر سطر باشد:

الف( با محاسبهٔ مجموع اعداد سطر ششم و هفتم مثلث خیام، جملات ششم )a  6( و هفتم )a  7( الگو را مشخص کنید.

ب( بر اساس رابطهٔ میان a  1 و a  2 و رابطهٔ میان a  2 و a  3 و نیز a  3 و a  4 می توان مقادیر a  6 و a  5 را مشخص کرد؟ چگونه؟

ج( آیا به کمک قسمت ب، می توانیم رابطهٔ میان هر دو جملهٔ متوالی a n و  a n+1 را مشخص کنیم؟ آیا با این رابطه فقط جملات 
الگوی بالا به دست می آید؟ چرا؟

رابطه ای  بالا  اعداد  دنبالهٔ  برای  می نامیم.  بازگشتی3  رابطۀ  است،  یکدیگر  با  دنباله  جملات  ارتباط  بیانگر  که  را  رابطه ای  د( 
بازگشتی بنویسید که فقط جملات دنبالهٔ بالا را مشخص کند.

)n ∈ هـ( رابطه ای میان n و an بنویسید که جملات الگوی بالا را مشخص کند. )

و( رابطهٔ بازگشتی به دست آمده در قسمت »د« چه تفاوتی با ضابطهٔ به دست آمده از قسمت »ج« دارد؟

1. کتاب ریاضی هفتم و هشتم
2. اعداد نمایش داده شده تشکیل مثلثی را می دهد که به مثلث خیام معروف است و از آن در تعیین ضرایب چندجمله ای n(a + b) استفاده می شود. 

3. Recursive Sequence

عدد سطر نخست

جمع اعداد سطر دوم

جمع اعداد سطر سوم

 جمع اعداد سطر چهارم  

جمع اعداد سطر پنجم

1

1 1

1

3

4 4

12

1 13

1 16

.

.

.
, , ,1 2 4 ,8 16 , ...
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الگوی اعداد حقیقی، مانند صفحهٔ قبل، را که در آن تعدادی عدد حقیقی پشت سر هم قرار دارند دنبالهٔ اعداد حقیقی می نامند. 
جملات دنباله عموماً به صورت … , a  1   , a 2 , a 3 , … , an نشان داده می شوند. an را جملهٔ n اُم دنباله می نامند که می تواند به دو 

صورت زیر بیان شود:
 الف( رابطه با جملات دیگر دنباله )رابطهٔ بازگشتی(  
n ∈ )ضابطهٔ تابعی دنباله(. ب( رابطه ای برحسب 

برای مثال، در دنبالهٔ

4,      7,     10,      13 ,      16 ,     …

                                             

با در نظر گرفتن a 1 =4، بقیهٔ جملات دنباله با اضافه کردن عدد ثابت 3 به جملهٔ پیشین به دست می آیند؛ یعنی:
 an +1= a  n   +3  )رابطهٔ بازگشتی دنباله(

و یا می توان الگوی جملات دنباله را با ضابطهٔ an =3 n +1 نمایش داد که در این رابطه، n عددی طبیعی است و با جای گذاری در 
تساویِ داده شده، مقدار هر جمله به طور مستقیم به دست می آید.

a

1 , 2 , 3 , .... , n , ...

a1 , a2 , a3 , ... , an , ...

∋  باشد اعضای برُد این تابع می تواند دنباله ای   تعریف دنباله: همان طور که مشاهده شد، اگر a تابعی از
از اعداد را تولید کند که به ترتیب، جملهٔ اول آن را  a   (1)، جملهٔ دوم را a   (2)، جملهٔ سوم را  a   (3)،... و جملهٔ nاُم 

را  a   (n) در نظر می گیریم.
معمولاً جملات دنباله را به جای a   (n) با a  n نشان می دهند که آن را جملهٔ  nاُم، جمله عمومی دنباله یا ضابطهٔ دنباله 

می نامند.

a 1 , a  2 , a  3 , a 4  , a 5 ,  …
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کار در کلاس

با توجه به ضابطهٔ دنبالهٔ داده شده، جاهای خالی را پر کنید.

جمله nاُمپنج جملۀ اول دنباله

1 , 4 , 7 , 10 , 13an = 3n -2

0 , 3 , 8 , ... , 24bn = n2-1

...... , 1

2
 , ...... , ...... , ......nc

n
=

1

-1 , 1

2
 , −

1

3
 , ...... , ......( )n

nd
n

−
=

1

مثال: برای جملات دنبالهٔ زیر:
… و 243 , 81 , 27 , 9 , 3

الف( رابطهٔ بازگشتی دنباله را مشخص کنید.
ب( ضابطهٔ تابعی دنباله را به دست آورید.

الف( برای نوشتن رابطهٔ بازگشتی در اوّلین دنباله، رابطهٔ میان جملات دنباله را بررسی می کنیم:

a  1=3         و	      a  2=9=3a  1	 ...=a  4      و    a  3=3a2=3*9= 27    و    

⇒a n +1=3a n  ,  a  1=3                

یعنی، هر جملهٔ دنباله 3 برابر جملهٔ پیشین است. بدیهی است که تنها رابطهٔ a n +1=3 a n جملات دنباله را مشخص نمی کند و حتماً 
باید یک جمله، مثلاً جمله اوّل آن یعنی a  1=3 نوشته شود.

ب( در نوشتن ضابطهٔ تابعی دنباله باید رابطهٔ میان a n , n را مشخص کنیم:
n =1  → a  1 =31   اوّلین جمله 	

n =2  → a 2 =9=32  دومین جمله 	

n  =3  → a 3 =27=33 سومین جمله    	

 an =3 به دست می آید.
n پس، ضابطهٔ تابع به صورت
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 رسم نمودار دنباله  
با توجه به تعریف دنباله به عنوان تابعی با دامنهٔ اعداد طبیعی، نمودار آنها را نیز می توان رسم کرد:

an =2 n-1       1 , 3 , 5 , 7 ,9 , 11 , … bn =1- n          0 , -1 , -2 , -3 , -4 , …

cn   =(n-2)2     1 , 0 ,1 , 4 , …

en =3 n

( )nnf =
1
3

5 61 2 3 40
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n

na

na
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n
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-1

5 61 2 3 40
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n
1

1

2 43 5 6

-1

-2

2

0

− 1
4

− 1
2

1
3

nd

nb

5 61 2 3 40
n

1
3

1
9



( ) , , , ,
n

nd n

+−
= − −

11 1 1 1
1

2 3 4
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کار در کلاس

جدول زیر را کامل کنید.

جملات دنبالهفرمول بازگشتیضابطۀ دنبالهنمودار دنباله

a n =33-n
an +1 = 1

3
an 

a  1=9
9 , 3 , 1 , 1

3
 , 1

9
 , ...

an +1 = 1
3

an 
a  1=1

a n =2n  +1

an +1=an +n 
a  1=1

1 , −
1

3
 , 1

5
 , −

1

7
 , ...

-1 , -4 , -9 , -16 , ...

 a n   +2 = a  n  +1 +a  n  

a  1=a  2=1 
٭

٭ دنبالهٔ فوق را دنبالهٔ فیبوناچی می نامند.

n
6543

3

21

1

9

0

na

n

9

na

6543210

n
654321

9

0

na

n
654321

9

0

na

n
654321

9

0

na

n
654321

9

0

na
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تمرین
1.  برای محاسبهٔ قبض آب1 )آب بها( هر واحد مسکونی در شهر تهران ابتدا میانگین مصرف هر واحد مسکونی محاسبه می شود و بر 
اساس آن »طبقهٔ مصرفی« واحد مسکونی با توجه به »جدول 1« تعیین می گردد. آنگاه به کمک رابطهٔ زیر، آب بها محاسبه می شود:

هزینهٔ هر متر مکعب با توجه به طبقهٔ مصرف * میانگین مصرف = آب بها 1

جدول 1. محاسبۀ آب بها بر اساس طبقات مصرف در استان تهران

طبقات مصرف )متر مکعب(هزینه )ریال(طبقات مصرف )متر مکعب(هزینه )ریال(

8/49625 ≤ x < 301/4190 ≤ x < 5

11/58030 ≤ x < 352/1235 ≤ x < 10

15/44435 ≤ x < 402/82710 ≤ x < 15

33/46240 ≤ x < 503/70315 ≤ x < 20

66/924x ≥ 505/40020 ≤ x < 25

الف( نمودار »طبقه مصرف ــ آب بها« جدول بالا را رسم کنید و ضابطه و دامنه و برد تابع را به دست آورید.

ب( اگر میانگین مصرف یک واحد مسکونی2 در تهران در یک ماه m3  20/49 باشد، سطح زیر منحنی نمودار چه تابعی، آب بها را 
مشخص می کند؟

2. اگر تابع  f مدل ریاضی هرکدام از مسائل زیر باشد، دامنهٔ هرکدام از آنها را مشخص کنید.

  	   الف( کاهش دمای هوا با دور شدن از سطح زمین تا ارتفاع 15 کیلومتر	                                    

  	   ب( میزان استفادهٔ دانش آموزان یک مدرسه از اینترنت در هر ساعت	                                    

  	                                      	x ج( حجم مکعبی به ضلع

  	   د( میزان تغییرات سالانۀ سطح دریاچهٔ ارومیه در دهه اخیر	                                  

  	   هـ( میزان مصرف ماهیانهٔ آب در یک واحد مسکونی	                                  

1. اطلاعات بالا از پایگاه www.tpww.ir استخراج شده است. در جدول واقعی، پس از محاسبهٔ حاصل ضرب گفته شده بر اساس طبقهٔ مصرف  عددی ثابت از عدد به دست 
آمده،کم می شود.

1 هزینهٔ واقعی تولید آب را می پردازند. هزینهٔ آب در مقایسه با کشورهای منطقه و بسیاری از کشورهای جهان 

3
با توجه به میانگین مصرف آب در هر واحد مسکونی، مشترکان تقریباً 

در ایران بسیار پایین است.
2. الگوی مصرف برای هر واحد مسکونی در تهران m3  18 است.
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3. نمودار زیر درصد جمعیتی از سراسر جهان را نشان می دهد که از 1993 که سال گسترش اینترنت در دنیاست، از اینترنت 
استفاده کرده اند1:

1 . data.worldbank.org

الف( اگر f    (n) درصد استفاده کنندگان از اینترنت در جهان، n سال پس از گسترش اینترنت باشد، به کمک نمودار داده شده مقادیر 
f    (1) و f    (7) را مشخص کنید و معنای آن را توضیح دهید.

ب( با توجه به مدل خطی استفاده کنندگان از اینترنت از سال 2005 تا 2015، با به دست آوردن ضابطهٔ تابع خطی، در سال 2020 
درصد استفاده کنندگان از اینترنت در جهان چقدر خواهد بود؟

4. اگر جملات یک دنباله از قانون تابع خطی y   =4x   -1 پیروی کنند، با توجه به دامنهٔ دنباله:
الف( نمودار تابع را رسم کنید و نمودار دنباله را روی نمودار تابع مشخص کنید.

ب( نمایش تابعی دنباله و نیز رابطهٔ بازگشتی دنباله را بنویسید. شیب خط چه ارتباطی با رابطهٔ بازگشتی دنباله دارد؟

= ، d  n   =n2-1 ، حاصل عبارت های خواسته شده را به دست آورید.
−nc n

1

3 1
 ، ( ) += − n

nb
11

2
 ، an  =3n 5. با توجه به دنباله های

	a   2+b  1 (الف 	c2-d  1 (ب b  4+d  2 (ج

6. جملهٔ پنجم دنباله های بازگشتی زیر را مشخص کنید.

a   n+1=  1 (الف 
3

 an  , a  1 =   -2                                    ب) a   n+1=  
+ na
1

1
 ,   a  1 =1	

a   n+1=  an   +(-1)n  ,   a  1 =1 (د               a   n+3  = an   +a   n+1+a   n+2 ,    a  1 =a  2=a  3 =1 (ج

زمان پس از گسترش اینترنت )سال(
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7. جدول زیر را کامل کنید.

جملات دنبالهرابطۀ بازگشتیضابطۀ دنبالهدنبالۀ دو ضابطه ای

5 , 8 , 11 , 14 , 17 ,...

4 , 1 , 4 , 1 , 4 , 1 ,...

1 , 1
2

 ,  3 , 1

4
 , 5 , 1

6
 , ...

, , ,      
1 2 3 4

2 3 4 5
,  ...

 را برای هرکدام از حالت های زیر بنویسید.
n زوج

n فرد
n

n

n

a
a

a
+


= 
 +

1

1

2
3 1

8. شش جملهٔ اوّل دنبالهٔ بازگشتی 
a   1=11 )الف

a   1=25 (ب

9. نمودار دنباله های زیر را برای  n ≤  5 رسم کنید.

= )الف − +na n
1

3
2

) )ب                                        )= − n
na

1

2

+ (ج =         =1 1
1

2n
n

a a
a  )د                                                  

n زوج
n فرد


= 


na

n

1

1

k 10. محاسبۀ جذر اعداد در تمدن بابل ــ با نوشتن جملات دنبالهٔ بازگشتی زیر می توانیم به طرز شگفت انگیزی به جذر عدد
k نزدیک شویم. یعنی 

( )n n
n

k
a a a k

a+ = + =1 1
1

2

این روش منسوب به تمدن بابل )واقع در شرق ایران و در بین النهرین( است.

k در نظر بگیریم، حاصل اعداد زیر را مشخص کنید. به کمک دنبالهٔ بازگشتی بالا، اگر a  3 را تقریبی برای

2 )الف 	 3 )ب 	 5 )ج

آیا این روش مزیتی بر استفاده از ماشین حساب دارد؟ چرا؟
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11. جملات دنبالهٔ بازگشتی a  n+1=an   +(n  +1) ، a 1=1  رأس  کدام یک از الگوهای زیر را مشخص می کنند؟

12. مطابق گزارش سازمان محیط زیست، به دلیل ورود پسَ ماندهای صنعتی کارخانه ها به یک دریاچه، 250 تن فاضلاب صنعتی به 
این دریاچه وارد شده است. محیط زیست دریاچه سالیانه 10% فاضلاب صنعتی را به صورت طبیعی خنثی و بی اثر می کند. سازمان 

محیط زیست با وضع قوانین جدید میزان ورودی فاضلاب صنعتی به دریاچه را به 15 تن در سال کاهش داده است.
اگر P1=250 میزان آلودگی فعلی دریاچه باشد، با نوشتن یک رابطهٔ بازگشتی، میزان مواد آلودهٔ صنعتی را بعد از دو سال و پنج 

سال محاسبه کنید.

بازی و ریاضی
آیا می توانید ده جملهٔ اوّل دنبالهٔ زیر را مشخص کنید؟

an =a  n   - an  -1 +a  n   - an  -2       a  1=a  2=1

دریاچۀ گَهَر، لرستان

)الف ...)ب ..., ,,, , ,
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درس2
دنباله های حسابی

فعالیت
یک قطار باری از ایستگاهی در 60 کیلومتری بندرعباس بارگیری کرده است و مطابق نمودار مکان ــ زمان زیر با سرعتی ثابت به سمت طبس 

حرکت می کند.

الف( ضابطهٔ تابع و دامنه و برد آن را به دست آورید.
ب( اگر راهبر این قطار به دلایلی مانند رعایت سرعت مجاز و امنیت قطار موظف باشد پس از حرکت، مسافت طی شده در هر »یک 

ساعت« را به مرکز بندرعباس گزارش دهد، این نقاط را به کمک نمودار )1( در نمودار )2( کامل کنید.

ج( ضابطه و دامنه و برد نمودار )2( چه تفاوتی با نمودار )1( دارند؟

فاصله تا بندرعباس )کیلومتر(

ایستگاه بارگیری کالا

فاصله تا بندرعباس )کیلومتر(

طبس

نمودار )1(
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200
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نمودار )2(
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زمان )ساعت(

زمان )ساعت(
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د( جدول 1 را به کمک نقشهٔ داده شده کامل کنید.

جدول 1

فاصله تا بندرعباسمسافتنام دو ایستگاه متوالی

185 = 125 + 12560ایستگاه بارگیری ــ تزرج

145تزرج ــ گل گهر

گل گهر ــ سیرجان

سیرجان ــ میمند

میمند ــ بافق

بافق ــ جندق

جندق ــ طبس

125

130

145

155

145

140

60

60

خلیج فارس

بندرعباس

تزرج

سیرجان
گل گهر

مبدأ حرکت 
ایستگاه بارگیری

کرمان
میمند

بافق

جندق
طبس

هـ( با فرض اینکه a n مسافت طی شدهٔ قطار n ساعت پس از ترک ایستگاه بارگیری باشد، جدول 2 را به کمک نمودار )2(کامل کنید.
جدول 2

n = 5n = 4n = 3n = 2n = 1

a 3   = a 2 + 90
 =...........

a 2 = a 1 + 90
  =150+90=240

a 1 = 60 + 90 = 150

n = 10n = 9n = 8n = 7n = 6

و( با مقایسهٔ جدول های 1و 2، کدام ایستگاه ها محل تماس راهبر قطار بوده اند؟ چرا؟
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ز( با توجه به جدول 2، ابتدا تساوی های زیر را کامل کنید.

= +
 = + ×

3 2

3 1 90





a a

a a
	 = +
 = + ×

11 10

11 1 90





a a

a a
	

= +
 = + ×

7 6

7 1 90





a a

a a 	

= + ×
 = + ×

8 2

8 5

90

90





a a

a a 	

از روابط بالا می توان نتیجه گرفت:
a n = a  1 + )………( * 90      )1(

 a n - a n-1 = ……… )رابطهٔ بازگشتی(
a n - a m = )………( * 90

ح( کدام ویژگی دنباله a n باعث برقراری روابط بالا شده است؟
ط( رابطهٔ )1( در  قسمت » ز« چه ارتباطی با ضابطهٔ تابع به دست آمده در قسمت »الف« دارد؟

دنبالۀ حسابی1 
نکتهٔ قابل توجه در دنبالهٔ مطرح شده در فعالیت، یعنی دنبالهٔ »مسافت طی شده در هر گزارش«، این است که افزایش  جملات دنباله منظم 
است؛ به گونه ای که براساس هر دو جملهٔ متوالی، جملهٔ بعدی مشخص می شود. چنین دنباله هایی که هر جملهٔ آنها به جز جملهٔ اول، از 

اضافه شدن یک عدد ثابت به جملهٔ پیشین به دست می آید، دنباله های »حسابی« نامیده می شوند.

یک دنبالهٔ حسابی، دنباله ای به صورت:
a , a + d , a + 2d , a + 3d , …

با  دنباله  این  n اُم  جملهٔ  است.  دنباله  جملات  مشترک«  »اختلاف   d ثابت   عدد  و  اول  جمله   a آن  در  که   است 
رابطهٔ a n = a  1 + )n-1( d معرفی می شود.

»  d« را اختلاف مشترک2 دنبالهٔ حسابی می نامند؛ زیرا همهٔ جملات دنباله در یک ویژگی مشترک اند و آن اینکه اختلاف آنها مقدار 
ثابت d است.

1.Arithmetic Sequence
2. Common Difference
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                    کار در کلاس
1. ضابطهٔ بازگشتی دنبالهٔ حسابی با جملهٔ اول a  1 و اختلاف مشترک   d را مشخص کنید.

2. مثبت یا منفی یا صفر بودن »اختلاف مشترک«، d، چه تأثیری در جملات دنبالهٔ حسابی دارد؟
3. جدول زیر را کامل کنید.

a  nجملۀ اولاختلاف مشترکپنج جملۀ اول

da

a  n =2 + 3 )n - 1(2 , 5 , 8 , 11 ,1432

4 , 1 , -2 , -5 , -8

- 1

2
4

a  n =-3 + 5 )n - 1(

              کار در کلاس
قنات یا کاریز، راهِ آب یا کانالی است که در زیرزمین کنده شده است تا آبی را که از حفر چاه اصلی )نخستین چاه( به نام »مادرچاه« 
استفاده  »میله«  نام  به  از چاه های کمکی  زیر،  کانال، مطابق شکل  برای حفر  انتقال دهد.  دیگر  منطقه ای  به  آمده است،  به دست 
می کنند. میله ها برای رساندن اکسیژن و نیز کمک به مقنّی1 در خارج کردن خاک های حاصل از حفر کانال و بعدها برای کمک به 

لایروبی و تعمیر قنات حفر می شوند.
چاه  حفر  از  پس  مقنّی  منطقه،  یک  در 
آب  به  زمین،  سطح  متری   30 عمق  در 
عمق  این  در  و  یافته  دست  زیرزمینی 
شروع به حفر کانال قنات کرده است. با 
توجه به شیب ثابت زمین و حفر چاه های 
هم،  از  یکسان  فاصله های  در  کمکی 
عمق میلهٔ اول 29/5 متر و میلهٔ دوم 29 
میله ها  ترتیب، عمق  به همین  و  بوده  متر 
کاهش یافته است. اگر عمق آخرین میله  
1/5 متر باشد، این مقنی در مجموع چند 

چاه حفر کرده است؟

مظهر قنات
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خری
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آبرفت درشت دانه

آبخوان سنگ بستر

1. مقنّی: به کسی می گویند که کانال راحفر می کند.
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خواندنی
سدی کهن در دل خاک

اگرچه به نظر می رسد مدیریت منابع طبیعی، رشته ای نوپا، مهم و حیاتی در بسیاری از دانشگاه های دنیاست، با نگاهی به 
تاریخ گذشتهٔ سرزمینمان متوجه می شویم که چگونه ایرانیان از هزاران سال پیش با فرهنگ ساختن کاریز و قنات، به استفاده 
بهینه از منابع طبیعی توجه داشته اند. چنان که در سفرنامهٔ ناصرخسرو به قنات گناباد اشاره شده است؛ قناتی با عمق مادر 

چاه بیش از سیصد متر و ارتفاع یک برج 100 طبقه و با عمری سه هزارساله.
حفر صدها چاه و ایجاد هزاران متر کانال قنات برای انتقال آب حتی با وسایل امروزی، آن هم در مسیرهای خشک و کویری 
و در گرمای طاقت فرسا، کاری بس عظیم و بی همتاست که نه تنها نشان از صبر و شکیبایی دارد، بلکه شاید بیش از هر چیز 

بیانگر عشق نیاکان ما به زندگی و تلاش برای تداوم آن در نسل های آینده شان است.
انسان هایی که معضل عظیم بی آبی را نه تنها علتی برای کوچ نمی دانستند، بلکه با دانش و تفکر و هوشمندی و برنامه ریزی 
بلند مدت، آرام آرام ده ها هزارمتر مکعب خاک را از اعماق زمین جا به جا کردند تا دسترسی به منبع حیات را برای نسل های 
بعدی شان فراهم سازند. تنها با نگاه به یکی از قنات های موجود در ایران، مانند قنات زارچ یزد که برای ایجاد آن بیش از 
هشتاد هزار متر کانال و چاه در دل کویر حفر شده است و با دانستن اینکه یک مقنی شاید در طول یک روز بیش از دو یا 
سه مترحفاری انجام نمی داده است، مشخص می شود که حتی با یک گروه حفاری، اتمام این قنات به چندین ده سال کار 
بی وقفه نیاز داشته است. کاری دشوار که هر روز و هر لحظهٔ آن جدال مستقیم با مرگ بوده است؛ زیرا با ریزش خاک به ویژه 
در زمین های سست کویری و در عمق چندین ده متر از سطح زمین، کمترین احتمالی برای زنده ماندن مقنی قابل تصور نبوده 

است. این گونه بوده است که این افراد کار هر روزه خود را با لباس سفید و اشهدگویان شروع می کرده اند.
فرهنگ ایجاد کاریز افزون بر موارد فوق، نشان از دیگر جنبه های هوشمندی ایرانیان نیز دارد. نخست، با ایجاد شیبی ملایم 
هنگام حفر کانال و به کمک گرانش زمین نیازی به وجود پمپ برای انتقال آب نبوده است. با توجه به نبود وسایل مهندسی 

امروزی برای جهتي ابی و تعیین زاویهٔ حفر، انجام دادن این عمل در 
گذشته بسیار دشوار بوده است. دوم، فرهنگ ایجاد کاریز، ذخیره سازی 
آب در عمق زمین و درون چاه ها را ممکن می ساخته است. از آن رو 
تبخیر  خورشید  معرض  در  آب  از  زیادی  مقادیر  آبی  سدهای  در   که 
می شود، پیشینیان ما با بستن آب در انتهای یکی از میله چاه ها، آب را 
توسط چاه های قنات در اعماق زمین از تابش مستقیم آفتاب حفاظت 

می کرده اند؛به بیانی دیگر، قنات ها سدهایی زیرزمینی بوده اند1.
با عنوان »اهمیت میراث سیستم های سنتی کشاورزی« سال  )  فائو(  در گزارش سازمان خواربار و کشاورزی ملل متحد 
پایدار، نوشته شده است:  به توسعهٔ  2014 ضمن به رسمیت شناختن این میراث در سطح جهانی و حفظ آن جهت نیل 
"قدمت فناوری و دانش سیستم آبیاری سنتی در ایران، و حفر کاریز،دست کم به 800 سال پیش از میلاد می رسد و نزدیک 
به سه هزاره زنده مانده است. شبکهٔ آبیاری سیستم قنات توانسته است به طور پایدار، امنیت غذایی و معیشت خانوارهای 

کشاورزان را فراهم آورد."
بیش از 40 هزار قنات در ایران منابع پایدار با ارزشی هستند که توجه دوباره به آنها شاید بخشی از راه حل سازگاری با 
شرایط اقلیمی کشورمان در جهت تأمین منابع آب باشد؛ منابعی که امروز برای ایجاد دوبارهٔ آنها نیاز به هزاران میلیارد تومان 

سرمایه و هزاران ساعت  کار انسانی است. میراثی با ارزش که نیاکانمان با شکیبایی و عشق برای ما به یادگار گذاشته اند.
1. طبق گزارش های رسمی، میانگین بارش جوی کشور 413 میلیارد متر مکعب است که نزدیک به 296 میلیارد متر مکعب آن در سال تبخیر می شود. اگر تقویت 
منابع آب زیرزمینی و ذخیره سازی آن توسط قنات ها تنها ده درصد از تبخیر آب را کاهش دهد، به طور میانگین نزدیک به 30 میلیارد متر مکعب به حجم آب مورد استفاده 

افزوده می شود که عددی بسیار چشمگیر است.
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فعالیت
دنبالهٔ حسابی )an = 3 + 2)n-1 را در نظر بگیرید.

الف( با محاسبهٔ سه جملهٔ دیگر دنباله، نمودار زیر را کامل کنید.
ب( معادلهٔ خطی را که از دو نقطهٔ اول و دوم می گذرد، به دست آورید. آیا نقاط دیگر دنباله در ضابطهٔ خط به دست آمده صدق 

می کنند؟
ج( شیب خط به دست آمده چه ارتباطی با d )اختلاف مشترک دنبالهٔ حسابی( دارد؟

اگر جملهٔ عمومی یک دنبالهٔ حسابی را بنویسیم، یک معادلهٔ خط خواهد شد. هر دنبالهٔ حسابی یک تابع خطی است 
که شیب خط، همان اختلاف مشترک جملات دنباله، یعنی   d است و به عکس، دنبالهٔ ساخته شده از یک تابع خطی 

نیز جملات یک دنبالهٔ حسابی را مشخص می کند.
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             کار در کلاس
جدول زیر را کامل کنید.

ضابطۀ تابعدنبالۀ ساخته شده از تابعچهار جملۀ اول دنبالهنمودار دنباله

1 , 3 , 5 , 7a  n =2 n - 1y = 2x - 1

y = -x + 4
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فعالیت

پس از مصرف بعضی از داروها، مانند آسپرین، سطح دارو در خون با سرعتی ثابت 
صفر می شود.1 اگر شخصی که سابقهٔ سکتهٔ قلبی دارد با مصرف یک قرص آسپرین، 
250 میلی گرم دارو به بدنش وارد شود و پس از پایان هر یک ساعت 15 میلی گرم دارو 

در  سطح خونش کاهش  یابد:

الف( چند ساعت پس از مصرف دارو، سطح آن در بدنش 130میلی گرم می شود؟

ب( نمودار »سطح دارو در بدن ــ زمان« مسئلهٔ بالا را رسم کنید.

ج( اگر پس از پنج ساعت از مصرف دارو این شخص قرص دیگری مصرف کند، پس 
از چند ساعت سطح دارو در بدن او 130میلی گرم خواهد شد؟

کار در کلاس

درآمد کارمندی در یک شرکت خصوصی، ماهیانه 7/800/000 تومان است که %10 آن به عنوان مالیات کسر می شود. اگر این 
شخص برای هر ساعت اضافه کاری 33 هزار تومان از شرکت دریافت کند و بابت این اضافه کاری مالیات پرداخت نکند، پس از 

روزانه چند ساعت اضافه کاری دریافتی خالص ماهیانهٔ او 9 میلیون تومان خواهد بود؟ )ماه را 30 روزه در نظر بگیرید.(
 k با توجه به فرض مسئله مبنی بر دریافت 33 هزار تومان اضافه کاری برای هر یک ساعت کار، میزان دریافتی این شخص پس از
ساعت اضافه کاری از یک دنبالهٔ عددی پیروی می کند. بنابراین، اگر a  1 میزان دریافتی شخص پس از یک ساعت اضافه کاری 

باشد، جملهٔ آخر دنباله باید برابر با مبلغ …… تومان باشد؛ یعنی در رابطهٔ 

a n = a  1 + )n - 1( d 	
باید ……

1. این داروها را در داروشناسی Zero Order Kinetics می نامند.
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 مجموع n جملۀ اول یک دنبالۀ حسابی 
حسابی دنبالهٔ  آنها  عمق  که  دارد  چاه   58 موردنظر  قنات  که  شد  مشخص  قنات«  چاه های  تعداد  »محاسبهٔ  فعالیت   در 

 1/5, … , 29, 29/5 , 30      را تشکیل می دهد. فرض کنید یک مقنیّ در هر روز بتواند 2 متر چاه حفر کند. می خواهیم بدانیم  
این مقنیّ به چند روز کار نیاز دارد تا مجموع چاه های گفته شده را حفر کند.

الف( ابتدا باید بدانیم مجموع 58 چاه حفر شده چند متر است.
برای این کار، مجموع عمق چاه ها را یک بار از عمیق ترین تا کم عمق ترین چاه و بار دیگر از کم عمق ترین تا عمیق ترین چاه با 

یکدیگر جمع می کنیم:

S58 = 30 + 29/5 + 29 + …… + 2/5 + 2 + 1/5 : مجموع 58 چاه از مادر چاه تا آخرین میله 	
	 S58 = 1/5  +   2   + 2/5 + …… + 29 + 29/5 + 30 : مجموع 58 چاه از آخرین میله تا مادر چاه

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 	
2 S58 = 31/5 + 31/5 + ……… + 31/5 + 31/5 	

	

2 S58 = 58 * 31/5 ⇒  S58 = /×58 31 5

2
 ⇒  S58 = 913/5 m

ب( با توجه به اینکه مقنّی روزانه 2 متر چاه حفر می کند:

913/ = تعداد روز برای پایان کار 5

2
	 روز 456/75 = 

بنابراین، مقنّی بدون حتی یک روز استراحت تقریباً به 15 ماه زمان نیاز دارد تا قنات موردنظر را تحویل دهد.

جمع کردن جملات یک دنباله به دو صورت محاسبهٔ مجموع a1 تا an و محاسبهٔ مجموع an تا a1 برای تعیین S، روش جالبی است 
که می توانیم به کمک آن، مجموع n جملهٔ اول یک دنبالهٔ حسابی را به دست آوریم:

مجموع n جملهٔ اول یک دنبالهٔ حسابی an = a1 + )n - 1( d از رابطهٔ زیر به دست می آید:

) (n n
n

S a a= +12
)   یا    )) (n

n
S a n d= + −12 1

2
 

رابطهٔ بالا را در محاسبهٔ مجموع چاه های حفر شده می توانیم مشاهده کنیم؛ زیرا:

  ) ( ) / ( /n n
n

S a a S= + ⇒ = + =1 58
58

30 1 5 913 5
2 2
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1. مجموع دنباله های حسابی زیر را به دست آورید.
199 و …… و 9 و 4 و 1- )الف 	

	

   ? = an +1  = 5 + an  , a1 = -2               S10 )ب
) راهنمایی: ابتدا به کمک رابطهٔ بازگشتی، جملات دنباله را مشخص کنید.(

2. مجموع سی جملهٔ اول اعداد فرد را به دست آورید.

a1 = 1      an  = a1 + )n - 1( d = …… 	
	

S30 = …… )a1 + a30(

3. یک طراح داخلی برای یک سالن سینما در ردیف اول 15 صندلی، 
در ردیف دوم 18 صندلی و در ردیف سوم 21 صندلی مشخص کرده 
است. اگر صندلی های هر ردیف با همین نظم اضافه شوند، برای داشتن 

سالنی با 870 صندلی باید چند ردیف صندلی داشته باشیم؟

با توجه به معلوم بودن Sn = 870 برای به دست آوردن n یعنی تعداد ردیف ها، از رابطهٔ 

) ) ( (n
n

S a n d= + −12 1
2

 

با جای گذاری …… = d در رابطهٔ بالا  …… = n به دست می آید.

کار در کلاس
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تمرین
1. با نوشتن جملات رابطه های بازگشتی، مشخص کنید کدام  یک دنبالهٔ حسابی است.

n )الف
n

a
a+ =1
1

     a  1 = 2 a  n +1 = a  n +5     a  1 = -1 )ب	 	

a  n +1 = 5an +1     a  1 = -1 )ج a  n +1 - a  n = n  )د	 	

2. در یک دنبالهٔ حسابی، جملهٔ اول برابر 5- و اختلاف مشترک برابر 8 است. کدام جملهٔ دنباله برابر 555 است؟

3.یازدهمین جملهٔ یک دنبالهٔ حسابی 52 و جملهٔ نوزدهم آن 92 است. جملهٔ سی اُم این دنباله را مشخص کنید.

4. برای کاهش مصرف آب در کشاورزی یک منطقه، از آبیاری قطره ای  استفاده 
می شود؛ به این صورت که یک میله که در آن سوراخ هایی برای پخش آب  تعبیه 
شده است، به کمک چرخ هایی )مطابق شکل مقابل( حول یک محور می چرخد. 
اگر فاصلهٔ اولین چرخ تا موتور 3 متر و بعد از آن، فاصلهٔ هر چرخ تا چرخ بعدی 5 
متر باشد و در کل، 12 چرخ روی میله قرار داشته باشد، با این وسیله چه مساحتی 

آبیاری می شود؟ )آخرین چرخ دقیقاً در انتهای میله قرار دارد.(

5. در یک کارخانهٔ سنگ بری برای صیقل دادن سنگ ها از یک صفحه به وزن 12500 گرم استفاده می شود. اگر با توجه به 
مصرف هفتگی به طور میانگین 1875 گرم از وزن صفحه کم شود، پس از شش هفته استفادهٔ مداوم وزن صفحه چقدر است؟

6. میان دو عدد a و n ،b عدد را به گونه ای قرار می دهیم که جملات دنباله از a تا b یک دنبالهٔ حسابی تشکیل دهند. ثابت کنید 

b به دست می آید. )توجه داشته باشید که تعداد کل جملات )n  + 2( جمله است.( a
d

n
−

=
+1

اختلاف مشترک جملات  دنباله از رابطهٔ 

7. براساس رابطهٔ به دست آمده در مسئلهٔ 6، سه عدد را به گونه ای میان اعداد 10 و 18 قرار دهید که یک دنبالهٔ حسابی تشکیل 
دهند.

8. مجموع عددهای زیر را به دست آورید.
13 و …… و 81 و 85 و 89 )ب                               401 و …… و 9 و 5 و 1 )الف 	
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9. باغ داران برای چیدن میوه ها از نردبان هایی استفاده می کنند که بخشی از آنها که 
روی زمین قرار می گیرد، برای تعادل بیشتر، عرض بیشتری دارد و انتهای نردبان که 
به درخت تکیه داده می شود، برای جابه جایی آسان تر و تکیه گاه بهتر، عرض کمتری 

دارد.
اگر عرض نخستین پلهٔ این نردبان 125سانتی متر و عرض آخرین پلهٔ آن 45 سانتی متر 
در نظر گرفته شود و هر پله 10سانتی متر کوتاه تر از پلهٔ پیشین باشد، این نردبان چند پله 

خواهد داشت؟ برای ساخت پله ها به چند متر چوب احتیاج خواهیم داشت؟

10. ارزش امروزی قنات زارچ، طولانی ترین قنات ایران ــ  عمق مادرچاه قنات زارچ 84/6 متر   است که از آن سه شاخه 
قنات خارج شده است. اگر تعداد میله های هر سه شاخه قنات برابر و عمق پنجاه و ششمین چاه )میلهٔ 55 ام( 78 متر باشد، با فرض 

اینکه شیب زمین ثابت و فاصلهٔ میان هر دو میله یکسان باشد و عمق آخرین چاه قنات )میله( 120 سانتی متر درنظر گرفته شود:

الف( هر شاخه قنات دارای چند میله است؟

ب( مجموع طول چاه های حفرشده در این مسیر چقدر است؟ مجموع طول چاه های حفرشده در کل قنات چقدر است؟

ج( اگر میانگین هزینهٔ حفر یک متر چاه )شامل حفر، مصالح و دیوارچینی( 250هزار تومان باشد، هزینهٔ حفر چاه های قنات در حال 
حاضر چقدر است؟

د( طبق محاسبات مهندسی، در قنات زارچ در مجموع طول کل کانال قنات 71  کیلومتر است. با توجه به میانگین هزینهٔ 350   هزار 
تومان برای حفر کانال قنات، ارزش کل قنات زارچ چقدر است؟ ) راهنمایی: a  n را عمق چاه n اُم تا کانال قنات و a  1 را عمق 

مادر چاه در نظر بگیرید.(

/ ma =1 84 6

ma =56 78

مظهر قنات

مظهر قنات

مظهر قنات

پاسخ:
الف(  696 چاه شامل یک مادرچاه و 695 میله

ب( مجموع طول چاه ها در یک مسیر  29858/4 متر و مجموع طول چاه ها در کل قنات  89406 متر
ج( 22،351،500،000  تومان
د( 47،201،500،000 تومان
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توابع نمایی در مدل سازی بسیاری از پدیده های واقعی از جمله، رشد جمعیت، زوال مواد رادیو اکتیو و 
استفاده از آن در تعیین طول عمر فسیل ها، بیماری های واگیردار، شدت اصوات و زلزله ها کاربرد دارد.

درس١
درس2

فصل3ـ الگوهای غیر خطی

درس3

دنبالۀ هندسی

ریشۀ n ام و توان گویا

تابع نمایی
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آیا ممکن است پس از پایان کلاس ریاضی امروز و شنیدن صدای زنگ تفریح، هنگامی که از جای خود بلند می شوید و بدون توقف 
به سمت در کلاس حرکت می کنید هیچ گاه به در خروجی نرسید؟

این مسئله ای است که فیلسوف یونانی، زنو2، بیش از دو هزار سال پیش مطرح کرد و به پارادکس زنو معروف است. او چنین 
استدلال کرد:

زمانی که از جای خود بلند می شوید تا به در خروجی برسید ابتدا نصف مسافت تا در خروجی را طی می کنید و سپس نصف مسیر 
باقی مانده را طی می کنید و به همین ترتیب، نصف مسیر باقی مانده و... و این روند همیشه ادامه خواهد داشت.

درس1
دنبالۀ هندسی1

1. Geometric Sequence                   2. Zenoٰٰٰ s Paradox  
3. در سال 1812 گاوس و به دنبال او کوشی پس از تحقیقاتی که از سال ها پیش ریاضی دان هایی مانند مرکاتور، برونکور، نیوتن و اویلر از اواخر قرن هفدهم شروع کرده بودند، 

نتایجی دقیق برای حل این مسائل یافتند.

این  از  هیچ کدام  است،  پیشین  فاصلهٔ  نصف  فاصله ها  از  هرکدام  هر چند  زیرا  رسید!  نخواهید  در خروجی  به  هیچ گاه  بنابراین، 
فاصله ها صفر نخواهند شد و همواره مسافتی وجود دارد که باید طی شود.

 t زمان a  1 به بیان دیگر، اگر با سرعتی ثابت بخواهیم بدون  توقف در کلاس  به در خروجی برسیم و فرض کنیم برای طی مسافت
t نیاز داریم. بنابراین:

2
لازم بوده است پس برای طی مسافت a2 به زمان 

=... زمان رسیدن به در خروجی کلاس + + +
t t

T t
2 4 	

t و t  هیچ گاه صفر نمی شوند، پس T از مجموع بی شمار جمله تشکیل شده است؛ از این رو 
2

t  و
4

و چون جملات دنباله  ... و 
مقدار T نیز بی نهایت خواهد بود!

بیش از دو هزار سال زمان نیاز بود تا به این تناقض پاسخ قطعی داده شود3. حل این مسئله در ریاضی به ایجاد شاخه ای به نام 
»سری های هندسی و محاسبهٔ مجموع آنها« انجامید که در ادامهٔ این درس برخی از مفاهیم آن را بیان خواهیم کرد. با بیان این 

مفاهیم، نگرانی شما نیز حل می شود و درمی یابید که چرا به در خروجی کلاستان خواهید رسید.

a1 a2 a3

1
2

1
4

1
8

1
16
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میزان حذف دارو و مادهٔ مؤثر آن در خون عموماً، مانند فعالیت صفحه ٦٨، با سرعت ثابت از جریان خون حذف نمی شود1 و در 
تعداد زیادی از داروها مادهٔ مؤثر یک دارو با توجه به »نیمه عمر مادهٔ مؤثر2« دارو در بدن کاهش می یابد. فعالیت زیر، تأثیر مفهوم 

نیمه عمر را در ضابطهٔ تابعی دنباله مشخص می کند.

فعالیت

1. اثر این دارو را First Order Kinetics می نامند.
 t 1

2
2. نیمه عمر یک دارو  (Half - life medicine)  مدت زمانی است که میزان دارو در خون به نصف میزان اولیه از زمان مصرف دارو کاهش می یابد. نیمه عمر یک دارو را با 

نشان می دهند.

)mg( میزان دارو در خون

زمان )ساعت(
2 4 6 81 3 5 7 1090

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100 نیمه  که  دارویی  از  شخصی100میلی گرم 
کرده  مصرف  است،  ساعت  یک  آن  عمر 
در  دارو  »میزان  نمودار  به  توجه  با  است. 
ـ زمان« به سؤال های زیر پاسخ دهید. خون ـ

الف(  میزان دارو در بدن شخص پس از چند نیمه عمر، کمتر از 20 میلی گرم خواهد بود؟ آیا می توانید مشخص کنید میزان دارو 
در بدن شخص در چه زمانی صفر خواهد شد؟ چرا؟

ب(  اگر an میزان داروی موجود در بدن شخص پس از nاُمین نیمه عمر باشد، رابطهٔ بازگشتی میزان دارو در بدن شخص چگونه است؟
با توجه به تعریف دنباله an و نیز تعریف نیمه عمر، هر جملهٔ دنباله از حاصل ضرب عدد ثابت ...... در جملهٔ پیشین به دست می آید؛ یعنی:

a  1=50            an  +1 = ....... an 	

ج( ضابطهٔ تابعی )جملهٔ عمومی( دنباله را مشخص کنید.

( ) ( )a a a a= = × = × = × =2
1 2 3 4

1 1 1 1
50 50 50 50

2 2 2 2
 	

⇒       a  n = ..... * 50                                                                                                            
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خواندنی
دانستن نیمه عمر دارویی در پزشکی بسیار اهمیت دارد.برای مثال:

ــ در درمان بیماری های عفونی، آنتی بیوتیک مصرف شده باید در مدت زمانی مشخصی با میزان تقریباً ثابتی در جریان 
خون بیمار وجود داشته باشد.

ــ در درمان فشار خون یا مشکلات کلسترول خون، دارو باید در تمام شبانه روز به یک میزان در بدن وجود داشته باشد.
ــ کسانی که برای خواب بهتر در شب از قرص های آرام بخش استفاده می کنند باید در طول روز شاداب و سرحال باشند 

و دارو در خون آنها از میزان مشخصی کمتر باشد.

1.Common ratio

به دنباله هایی از اعداد که هر جمله شان به جز جملهٔ اول از ضرب یک عدد ثابت مخالف صفر در جملهٔ پیشین به دست می آید، 
دنبالهٔ هندسی گفته می شود. عدد ثابت را نسبت مشترک1 می نامند و عموماً با r نشان می دهند.

یک دنبالهٔ هندسی، دنباله ای به صورت 
a , ar , ar2 , ar3 , ...

است که در آن a ≠0 جملهٔ اول و r    ≠0 نسبت مشترک دنباله است.
جملهٔ nاُم این دنبالهٔ هندسی از رابطهٔ an = a1r    n   -1 به دست می آید.

کار در کلاس
1. جدول زیر را کامل کنید.

جملۀ اولنسبت مشترکپنج جملۀ اولضابطۀ بازگشتیجملۀ عمومی دنباله

( ) −= 11

3
n

na
n na a+ =1

1

3

a  1=1
, , , ,1 1 1 1

1
3 9 27 81

=r
1

3
a  1 =1

=r
3

2
=1

1

81
a

( )n na a+ = −1
1

2

a  1=4
= −r

1

2
a  1   =4

, , , ,1 1 1 1
1

5 25 125 625

( ) −= n
na 11

100
4



77

:a1>0 با فرض an=a1r  (n   -1) 2.  با توجه به جدول صفحه قبل، در هر دنبالهٔ هندسی به صورت

الف( اگر r   >1   <0، دنبالهٔ         ،an افزایشی              کاهشی                 ثابت             است.
ب( اگر    r     <1    ،دنبالهٔ         ،an افزایشی              کاهشی                ثابت              است.
ج( اگر    r     =1       ،دنبالهٔ         ،an افزایشی              کاهشی                ثابت              است.

               کار در کلاس

ضابطهٔ بازگشتی دنبالهٔ هندسی  ... , a , ar , ar2 , ar3 را مشخص کنید.

              کار در کلاس
)هزینۀ استهلاک(1 ــ شخصی یک یخچال فریزر به قیمت 9/600/000 تومان خریده است. هزینهٔ استهلاک این یخچال هر سال 

معادل %10 ارزش سال پیش آن است. اگر vn ارزش یخچال فریزر، n سال پس از خرید باشد:

الف( ضابطهٔ تابعی دنبالهٔ vn را به دست آورید.

با توجه به هزینهٔ استهلاک %10، ارزش یخچال فریزر در هر سال %90 سال قبل خواهد بود؛ یعنی:

/ /v = ×1
90

9 600 000
100

/ / ( )= × =v 2
2

90
9 600 000

100
     ......               v3 =                          vn = ...... ...... 	

  

ب( بیشترین کاهش ارزش یخچال فریزر در چه سالی است؟ آیا می توانید کمترین کاهش ارزش آن را مشخص کنید؟ چرا؟ 
با توجه به اینکه ارزش یخچال در هر سال %10 کاهش می یابد، هر چه ارزش آن بیشتر باشد میزان %10 آن بیشتر خواهد بود. 

بنابراین ...

 vn
ج( چرا ارزش یخچال فریزر پس از ده سال صفر نمی شود؟ با چه فرضی ارزش یخچال پس از 10 سال صفر می شود؟ ضابطهٔ 

را به گونه ای بنویسید که ارزش یخچال فریزر پس از ده سال صفر شود. دنبالهٔ vn در این حالت حسابی است یا هندسی؟

د( اگر مطابق فرض مسئله، شخص بخواهد یخچال فریزر را زمانی بفروشد که ارزش آن کمتر از نصف قیمت خریداری شده باشد، 
چند سال پس از خرید باید آن را بفروشد؟

) راهنمایی: با توجه به قیمت خرید اولیه، 9/600/000 تومان، نصف ارزش آن 4/800/000 تومان است.پس، باید نخستین عدد 
vn را تأمین می کند، مشخص کنیم.(

n را که نامساوی 4/800/000 < 

هـ( با توجه به قسمت های ب و ج، تفاوت حالتی که از جملات دنباله در هر مرحله، k واحد کسر شود، با حالتی که k درصد از آن 
کسر شود چیست؟ کدام حالت بیانگر یک دنبالهٔ حسابی و کدام حالت بیانگر یک دنبالهٔ هندسی است؟

1.Depreciation Cost
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کار در کلاس
طبق آزمایش های انجام شده، نیمه عمر مادّهٔ کافئین برای یک شخص بالغ و سالم شش ساعت است. اگر یک لیوان بزرگ چای 
سیاه یا یک فنجان قهوه 80 میلی گرم کافئین داشته باشد، پس از چند نیمه عمر یا چند ساعت یک شخص می تواند چای یا قهوه 
مصرف کند؟ ) با در نظر گرفتن اینکه اگر میزان کافئین در بدن کمتر از 0/5 میلی گرم باشد، هیچ نوع وابستگی به این ماده در بدن 

ایجاد نمی شود.(

خواندنی

امروزه چای و قهوه از محبوب ترین نوشیدنی ها در میان مردم در تمام کشورها و فرهنگ ها هستند. هر دوی این نوشیدنی ها 
باعث تمرکز بیشتر، جلوگیری از خواب آلودگی و رفع خستگی می شوند. تمامی این تأثیرها به سبب وجود مادّهٔ کافئین در 
آنهاست. البته باید بدانیم که مصرف متعادل این نوشیدنی ها مفید است ولی وارد شدن بیش از اندازهٔ کافئین به بدن منجر به 
اضطراب، تپش قلب، بی خوابی و... می گردد. مصرف بیش از اندازهٔ آن به نوعی در افراد ایجاد وابستگی و عادت می کند؛ 

تا جایی که اگر این نوشیدنی ها را مصرف نکنند، دچار مشکلاتی چون سردرد می شوند.
یکی از دلایل توصیهٔ پزشکان به پرهیز از نوشیدن چای و قهوه، همین وابستگی و تأثیرات منفی نوشیدن بیش از اندازهٔ 

آنهاست.
توجه به نیمه عمر مادّهٔ کافئین می تواند راهنمای خوبی برای مصرف صحیح این نوشیدنی ها باشد.
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                  فعالیت

برای درمان شخصی که مبتلا به نوعی گلودرد عفونی است، پزشک معالج قرص های آنتی بیوتیک حامل 80 میلی گرم آنتی بیوتیک 
با توجه به اینکه نیمه عمر این آنتی بیوتیک هشت ساعت است، شخص بیمار باید در پایان هر هشت ساعت پس از  تجویز کرد. 

خوردن قرص پیشین، این قرص ها را مصرف کند.
الف( با کامل کردن جدول زیر، میزان آنتی بیوتیک موجود در بدن شخص بیمار را پس از سه و شش بار مصرف قرص مشخص کنید.

ب( با یک » رابطهٔ بازگشتی« میزان آنتی بیوتیک در بدن شخص بیمار را پس از n بار مصرف قرص مشخص کنید.
ج(  آیا می توانید میان تعداد قرص مصرفی و میزان آنتی بیوتیک موجود در بدن شخص بیمار رابطه ای مشخص کنید؟ )ضابطهٔ تابعی دنباله(

د( با جای گذاری مقادیر n   =1 تا n    =6 در رابطهٔ به دست آمده در قسمت ج، صحت اعداد به دست آمده در جدول الف را بررسی کنید.

الف( اگر »Sn« میزان آنتی بیوتیک موجود در بدن شخص بیمار پس از n بار مصرف قرص باشد، با توجه به فرض های مسئله:

Sn )تعداد مصرفتاریخ مصرفزمان مصرف) میلی گرم n

S1=80mg151 بهمن00:00 بامداد

S S= + = + =2 1
1

80 40 80 120
2

152 بهمن8:00 صبح

S S= + = + =3 2
1

80 60 80
2

153 بهمن4:00 بعد از ظهر

S4= ...... + 80= ......164 بهمن00:00 بامداد

S5= ......         = ............165 بهمن

S6= ...... + ...... =............6

ب( با توجه به نحوهٔ کامل کردن جدول بالا، رابطهٔ بازگشتی میزان آنتی بیوتیک در بدن شخص پس از n بار مصرف دارو از رابطهٔ 
زیر مشخص می شود:

n nS S+ = +1
1

2
          ,       S1 = ..... 	

ج( برای نوشتن ضابطهٔ تابعی دنبالهٔ Sn برحسب n، اگر میزان آنتی بیوتیک هر قرص را A میلی گرم در نظر بگیریم )در این مسئله 
A=80mg است(، با استفاده از رابطهٔ بازگشتی به دست آمده در قسمت ب:

 S1= A 	
S A S= + =2 1

1

2
 	

( ) ( )S A A A A A A= + = + + = + + 2
3

1 1 1 1

2 2 2 2
  	
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:S6 ٔبه همین صورت برای محاسبه
( ) ( )S A A A A= + + + +2

6
1 1 1

2 2 2


 	

پس برای محاسبهٔ مجموع آنتی بیوتیک در بدن شخص پس از n بار مصرف:

( ) ( )n
nS A A A A−= + + + +2 11 1 1

2 2 2
                   )1(	

1 ضرب کنیم:

2
اگر طرفین رابطهٔ )1( را در ضریب 

nS A= + + +
1 1

2 2
                                         )2(	

با تفاضل رابطهٔ )1( از )2( رابطهٔ زیر به دست می آید:

( ) ( ) ( ( ) )− = − ⇒ − = −n n
n n nS S A A S A

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2
	

( )
( ( ) )

−
⇒ = × ⇒ = −

−

n

n
n nS A S A

1
1 12 2 1

1 21
2

	

بنابراین، با فرض این مسئله A=80mg، مجموع میزان آنتی بیوتیک پس از n بار مصرف:

( ( ) )n
nS = −

1
160 1

2
	

:Sn د( با توجه به رابطهٔ به دست آمده برای

( ( ) )S = − = × =1
1

1 1
160 1 160 80

2 2
                    S2 = ......                         S6 = ...... 	

مطابق روشی که در این فعالیت برای محاسبه Sn انجام شد، مجموع n جملهٔ اول یک دنبالهٔ هندسی را می توانیم 
مشخص کنیم:

اگر جملهٔ عمومی یک دنبالهٔ هندسی به صورت an=ar  n-1 باشد، حاصل مجموع:
Sn=a+ar+ar2+ar3+ ... +ar   n  -1                                (r     ≠1)

از رابطهٔ:
n

n
r

S a
r

−
= ×

−
1

1
به دست می آید. 

کار در کلاس
در فعالیت صفحهٔ پیش:

الف( مقادیر a و r را مشخص کنید.
ب( ضابطه های دنباله های a  n و S  n را بنویسید. با توجه به این ضابطه معنای a  3 و S  3 چیست؟
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کار در کلاس
1. جدول زیر را کامل کنید. )در صورت نیاز از ماشین حساب استفاده شود.(

جملات دنبالهa1 )جملۀ اول(r )نسبت مشترک(Sn مجموع n جملۀ اول

 

( ( ) )
S

−
= =

−

5

5

1 1
1 1212 3

1 1621
3

S 10 = 

r = 1

3
a =1

1

2

1
2  

,
 
1
6  

,
 

1
18  

,
 

1
54 ,

 
...

S  4 = 

S8 = 
r   = ...........a  1 = ...........1

4  
,
 

1
16  

,
 

1
64  

,
 
...

S 3 = 

S 9 = 
r   = ...........a  1 = ...........2

5  
,
 
1
5  

,
 

1
10  

,
 
...

S 6 = r   = ...........a  1 = ...........2
5  

,
 
2

 
,10,

 
...

2.نمودار زیر یک دنبالهٔ هندسی را مشخص می کند. با نوشتن سه جملهٔ اول آن و محاسبهٔ نسبت مشترک دنبالهٔ هندسی:
الف( جملهٔ عمومی دنباله را مشخص کنید.

ب( حاصل S10 را به دست آورید.

5 61 2 3 40

1

2

n

na

7

1
2
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     خواندنی 

جواب تناقض )پارادوکس( زنو

=− به دست می آید. زمانی  ×
−1

1

1

n

n
r

S a
r

همان طور که خوانده شد، مجموع n جملهٔ اول یک دنبالهٔ هندسی از رابطهٔ 
که نسبت مشترک عددی میان صفر و یک باشد،  مقدار دنبالهٔ r  n بسیار بسیارکوچک می شود و می توانیم در حالتی که 

مجموع بی شمار جملات دنبالهٔ هندسی خواسته می شود، از مقدار آن صرف نظر کنیم. بنابراین:

در حالتی که n عدد 	
خیلی بزرگ باشد

n n

n n
r r

S a S a
r

− −= → =
−1 1

1 1

1

a

r r
=

− −
1

1 1

اکنـون یک بار دیگر بـه قسمت پایانی استدلال زنـو توجه کنید. اگر مطابق گفتهٔ او زمان رسیدن بـه در خروجی کلاس از 

1 است:

2
=... به دست آیدکه یک دنبالهٔ هندسی با نسبت مشترک  + + +t t

T t
2 4

رابطهٔ  

= زمان رسیدن به در خروجی کلاس  ...= + + +t t
T t

2 4

                       

( ( )( ( ) ) nn tt −−
= =

−

11 11
22

1
1

2

)

− 1
1

2

                                                                                                 

می توان   ( )n1

2
مقدار  از  است،  ناچیز  بسیار  بسیار  بی نهایت  در   ( )n1

2
عدد  مقدار  و  دارد  ادامه  بی نهایت  تا   ،n چون 

صرف نظر کرد: 

یعنی اگر برای نصف مسافت طی شده t ثانیه زمان مصرف کرده اید، با فرض ثابت بودن سرعت شما، بقیهٔ مسافت را نیز در 
t ثانیه و کل مسافت را در 2t ثانیه طی می کنید.

در واقع، اشتباه زنو این بود که می پنداشت اگر بی شمار جمله با هم جمع شوند، حاصل این بی شمار جمله باید بی نهایت شود!

a1 a2 a3

1
2

1
4

1
8

1
16

( ( )( ( ) ) nn tt −−
= =

−

11 11
22

1
1

2

)

− 1
1

2

( ( )( ( ) ) nn tt −−
= =

−

11 11
22

1
1

2

)

− 1
1

2

= t
t= = 2

1
2
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تمرین

1.  با نوشتن جملات رابطه های بازگشتی مشخص کنید کدام یک از آنها یک دنبالهٔ هندسی را تشکیل می دهد.

1( ( )n na a a+ = =2
1 1

1

2
                                2( n na a a+ = =1 1

2 1

3 2
	

3( n
n

a a
a+ = =

+1 1
1

1
1

                                 4( n na a a+ = =1 12 1 	

2.  با توجه به مفهوم دنبالهٔ هندسی و نسبت مشترک جملات دنبالهٔ هندسی ثابت کنید هرگاه c و b و a سه جملهٔ متوالی یک دنبالهٔ 
هندسی باشند، آن گاه b( .a * c = b2 را واسطهٔ هندسی میان a و c می نامند.(

3.  اگر x + 3 و x + 2 و x سه جملهٔ متوالی یک دنبالهٔ هندسی باشند، مقدار x را به دست آورید.

4. سرطان از تکثیر بیش از حد سلول ها در بدن ایجاد می شود. در فردی که به سرطان سینه1 مبتلاست، از روش های مختلفی از 
جمله شیمی درمانی برای از بین بردن سلول های سرطانی استفاده می شود. در این روش معمولاً دارو چندین دفعه به بیمار تجویز 

می شود و هر بار درصدی از سلول های سرطانی از بین می رود.
الف( اگر داروی شیمی درمانی هر بار %60 سلول های سرطانی فردی را از بین ببرد و اگر تودهٔ سرطانی او در ابتدا 12 10 سلول 

داشته باشد، پس از 3 بار شیمی درمانی چه تعداد سلول سرطانی در بدن این فرد باقی می ماند؟ 
ب( فرض کنید پس از اولین شیمی درمانی، رشد تودهٔ سرطانی متوقف شده است. برای اینکه این شخص به طور کامل درمان شود، 
ابتدا باید تعداد سلول های سرطانی اش به کمک شیمی درمانی کمتر از 106 * 7 سلول شود و سپس با کوچک شدن تودهٔ سرطانی 
به کمک جراحی، باقی ماندهٔ سلول های سرطانی او برداشته شود. برای این منظور، مطابق اطلاعات مسئله این شخص چند مرتبه 

باید شیمی درمانی شود؟

5. میان دو عدد a و n ،b عدد را طوری قرار می دهیم که جملات دنبالهٔ شروع از a و ختم به b یک دنبالهٔ هندسی تشکیل دهند. ثابت 
n  به دست می آید. )راهنمایی: تعداد کل جملات )n    +2( جمله است.( b

r
a

+ =1 کنید نسبت مشترک دنباله های هندسی از رابطهٔ  

6. جملهٔ سوم یک دنبالهٔ هندسی27 و جملهٔ پنجم همین دنباله 243 است. جملهٔ هفتم این دنبالهٔ هندسی را به دست آورید.

1. مطابق آمار، سالیانه ده هزار نفر در ایران به سرطان سینه مبتلا می شوند ) مرکز تحقیقات سرطان دانشگاه علوم پزشکی شهید بهشتی(. در حال حاضر، حدود % 25 مبتلایان به علت 

تشخیص دیر رس و تأخیر در شروع درمان جانشان را از دست می دهند. تشخیص زود رس در سرطان سینه امکان پذیر است و با گنجاندن غربالگری سرطان سینه در نظام بهداشتی 

کشور و افزایش آگاهی بانوان دربارهٔ علائم بیماری می توان میزان مرگ و میر ناشی از این بیماری را به طور قابل توجهی کاهش داد.
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مادر

پدر
پدر

مادر

پدر

مادر

8.  یک شهاب سنگ ١٥ هزار کیلوگرم وزن دارد. پس از ورود آن به جوّ زمین، در هر دقیقه % 15 از وزنش به سبب تماس با جو 
از بین می رود. پس از گذشت پنج دقیقه از ورود این شهاب سنگ به جوّ زمین، چقدر از وزن آن باقی می ماند؟

9. شخصی پدر و مادر، دو پدر بزرگ و دو مادربزرگ، چهار پدر پدربزرگ و چهار مادر مادربزرگ و ... دارد.
الف( نیاکان این شخص در ده نسل قبلی چند نفر بوده اند؟ )نخستین نسل را پدر و مادر شخص در نظر بگیرید.(

ب( مجموع نیاکان این شخص از ده نسل قبل تا یک نسل قبل )یعنی پدر و مادر شخص( چند نفرند؟

a x

b

7.  مستطیلی با اضلاع a و b مطابق شکل مقابل مفروض است. 
اگر مربعی به ضلع x هم مساحت با آن باشد، کدام یک از دنباله های 

زیر تشکیل یک دنبالهٔ هندسی می دهند؟
 a و b و x )الف

a و x و b )ب
b و a و x )پ

10. مجموع های زیر را به دست آورید.

4096 + ...+ 16 + 4 + 1)الف 	

+ )ب + + +

1 1 1 1

5 10 20 640 	

1 است. کدام جملهٔ دنباله برابر 6 است؟ مجموع 

2
11. نخستین جملهٔ یک دنبالهٔ هندسی 1536 و نسبت مشترک این دنبالهٔ هندسی 

جملات این دنباله از 1536 تا عدد 6 را به دست آورید.
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12. پس از تقسیم مربعی به ضلع یک متر به چهار مربع برابر، یکی از آنها را رنگ می کنیم. از مربع های باقی مانده، مربعی را که با 
مربع رنگ آمیزی شده ضلع مشترک ندارد،انتخاب می کنیم و با تقسیم آن به چهار مربع برابر، مربعی را که با مربع رنگ شده در یک 

رأس مشترک است، رنگ آمیزی می کنیم و همین روند را مطابق شکل ادامه می دهیم.

الف( چرا دنبالهٔ مساحت های مربع های رنگی، یک دنبالهٔ هندسی را تشکیل 
می دهد؟

مجموع  دهیم،  انجام  مرحله   n را  شده  گفته  رنگ آمیزی  روند  اگر  ب( 
مساحت های مربع های رنگی از چه رابطه ای به دست می آید؟

پ( پس از شش مرحله رنگ آمیزی مربع به روش بالا، چه مساحتی از مربع 
رنگ می شود؟

1
2

1
2

بازی و ریاضی

مربع های زیر را با اعداد مثبت به گونه ای پر کنید 
دنبالهٔ  که هر سطر و هر ستون جدول روبه رو یک 

هندسی تشکیل بدهد.
1
4

2 18

9

32

100
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تاکنون با مفهوم توان های صحیح اعداد و نحوهٔ ریشه گیری دوم و سوم آنها آشنا شده اید.
فعالیت زیر به شما کمک می کند تا ضمن مرور آنچه تاکنون دربارهٔ اعداد توان دار و ریشه های دوم و سوم اعداد یاد گرفته اید، با 

مفهوم ریشه های چهارم، پنجم و... اعداد حقیقی و نحوهٔ محاسبه آنها آشنا شوید.

فعالیت
1. حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

4 3= 	(2) -7= 	( ) 42

5  
= 	731= 	

(-3)  6= 	-3  6= 	(0/01)  5 = 	( )01
1
2

= 	

2. الف( مانند نمونه، حاصل هر یک از عبارت های زیر را به صورت عدد توان دار بنویسید و در جدول در جای مناسب قرار 
دهید. )m و n اعداد صحیح و a و b اعداد حقیقی مخالف صفرند(

( )− ÷ =7 736 9 	( / ) ( ) ( () / )× × =4 116 21 1
2 1 2

10 1
2 1

0                             	

)-4(3  *  )-5(3  =         	        ( ) ( )÷ =5 84 4

7 7                                         
)106 (8 =                                               

درس2

»ریشۀ n  امُ و توان گویا«
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( / ) ( ) ( ) ( / )6 4 1121 1
2 1 2 2 1

10 10
× × =.m n m na a a +=

m
m n

n
a

a
a

−=

. ( )m m ma b ab=

)-36(7 ÷ 97 =( )
m

m
m

a a
bb

=

( )m n mna a=

ب( مانند نمونه، برای هر یک از رابطه ها یا مثال های زیر، رابطه یا مثال متناظر بنویسید.

5 7 * 58 = 5 7+8 = 515 .m n m na a a +=

9 10 ÷ 96 = 9 10-6 = 94 

. ( )=m m ma b ab

( )=
m

m
m

a a
bb

)23(4 =23*4=212

−a ریشه های دوم عدد a هستند. به عبارت دیگر، ریشه های  a و  3. همان طور که می دانید، اگر a یک عدد حقیقی مثبت باشد، 
دوم عدد a همان ریشه های معادلهٔ درجهٔ دوم x2 = a هستند. برای مثال، ریشه های دوم عدد 16 ریشه های معادلهٔ x2 = 16 می باشند و چون 
− ریشه های دوم عدد 16 هستند. همچنین، ریشهٔ سوم عدد حقیقی مانند a، ریشهٔ  16 16 و  16=42  و 16=2(4-)، پس 4 و 4- یا 

معادلهٔ  x3 = a است. برای مثال، ریشهٔ سوم عدد 27، ریشهٔ معادلهٔ x3 =27 است که برابر 3 می باشد. 
با همین استدلال، ریشهٔ پنجم عدد 32-، پاسخ معادلهٔ x    5 =-32 است که برابر _____ و ریشه های ششم عدد 64، ریشه های معادلهٔ 

______ = x   6 هستند که برابر 2+ و 2- می باشند.

جدول صفحهٔ بعد را مانند نمونه کامل کنید.
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)a( عدد
        

64-64

4,ریشه های چهارم 464 وجود ندارد−64

a44 وجود ندارد64

5ریشه پنجم 645 64−

a5

ریشه های ششم

a6

...................

...................

.bn   = a :می نامیم، هرگاه a اُم عددn ٔرا یک ریشه b ،یک عدد طبیعی باشد n ≤2 اگر
، وقتی n زوج است، ریشهٔ nاُم مثبت عدد a است. n a همچنین 

) عددی مانند a می توان گفت: )n ∈ در حالت کلی تر، دربارهٔ ریشه های nاُم 
 

a اُمn ٔریشه ,n na a= −  
n زوج باشد

a ≤0
a اُمn ٔریشه n a=  

n فرد باشد

n زوج باشدریشه ندارد
a >0

a اُمn ٔریشه n a=  
n فرد باشد

کار در کلاس
1ــ با توجه به جدول بالا، مانند نمونه برای هر یک از موارد خواسته شده مثالی بیاورید و آن را حل کنید. مقدار تقریبی هر یک از 

مثال ها را می توانید به کمک ماشین حساب به دست آورید.

)a( عدد
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 a ≤0 زوج است و n :a =25, n =8   ⇒ 25 ریشه های 8اُم عدد =   / , /− − 

8 825 1 495 25 1 495

a ≤0 فرد است و n  :a =      ,  n =         ⇒          

a >0 زوج است و n :a =      ,  n =         ⇒ 	
a >0 فرد است و n :a =        ,  n =         ⇒ 	

3= ، این رابطه در حالت کلی نیز برای هر n ≤ 2 برقرار است؛ یعنی: 3a a | و  |a a=2 2. با توجه به اینکه 
                                                                                                                     

| |n n a
a

a


= 


n زوج است
n فرد است 	

                                                                                                                       
( ) =1212 5 ) و  )− 44 3 ، همچنین _____ =  ( )− = −55

8

3

8

3
( و  | |( = − =− 1010 1515 15 برای مثال،    

توان های گویا
توسعهٔ  برای  برنامه ریزی  که جهت  این شرکت خواستند  عامل  مدیر  از  فرهنگی  تولیدکنندهٔ محصولات  سهام داران یک شرکت 
شرکت گزارش عملکرد شرکت طی سال های قبل را ارائه کند. مدیرعامل در جلسهٔ ارائهٔ گزارش اعلام کرد که طی سال های قبل، 

سود سالانهٔ شرکت 20 درصد بوده است و پیش بینی کرد که این سود در سال های آینده نیز محقق شود.
اگر سرمایهٔ شرکت را 100 میلیون تومان، سود سالانهٔ آن را % 20 و میزان درآمد را در تمام مدت یک سال، یکسان در نظر بگیریم، 

سهام داران شرکت می توانند با استفاده از فرمول زیر، سرمایهٔ شرکت را طی سال های آینده برآورد کنند:

زمان )برحسب سال(           t)1/2(*100= سرمایهٔ شرکت )بر حسب میلیون تومان(

برای مثال، پس از گذشت یک سال و دو سال به ترتیب می توان سرمایهٔ شرکت را به صورت زیر حساب کرد:

120=1)1/2(*100= سرمایهٔ شرکت )بر حسب میلیون تومان(: پس از گذشت یک سال 	
144=2)1/2(*100= سرمایهٔ شرکت )بر حسب میلیون تومان(: پس از گذشت 2 سال 	
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حال اگر سهام داران این شرکت می خواستند سرمایهٔ شرکت را در مدتی کمتر از یک سال، برای مثال 6 ماه بعد )نیم سال( یا 200 
روز بعد، محاسبه کنند چگونه می توانستند این کار را انجام دهند؟

تا اینجا شما با توان های صحیح و نحوهٔ کاربرد آنها در محاسبات آشنا شدید اما در حل و مدل سازی بسیاری از مسائل واقعی 
نیاز به استفاده از توان های غیر صحیح همانند توان های گویاست. در ادامه، با مفهوم توان های گویا و نحوهٔ استفاده از آنها در 

محاسبات آشنا می شوید.

t____75321)زمان )ساعت

2t____26=6424=16)جرم )گرم

محمد پس از کامل کردن جدول، از پدرش پرسید: آیا حتماً باید تا پایان ساعت منتظر شویم و نمی توانیم جرم باکتری را در کمتر از 
یک ساعت به دست آوریم؟ برای مثال، جرم باکتری ها پس از نیم ساعت چقدر می شود؟

پدر محمد: نظر خودت دربارهٔ جرم باکتری ها پس از نیم ساعت چیست؟
 را نمی دانم چقدر می شود؛ چون تمام توان هایی که ما 

1
22  گرم شود، اما مقدار 

1
22 محمد: مطمئن نیستم ولی حدس می زنم که 
تاکنون یاد گرفته ایم، توان های صحیح بوده اند.

پدر محمد به صورت زیر به او نشان داد که جرم باکتری ها پس از نیم ساعت چقدر می شود و او را با توان های گویا آشنا کرد: 

اگر فرض کنیم جرم باکتری ها در هر نیم ساعت a برابر شود، بعد از یک ساعت برابر a * a = a2 می شود.
. )زیرا a مثبت است.( بنابراین، پس از نیم ساعت جرم باکتری ها  = 2a با توجه به جدولی که کامل کردی، داریم: a2=2 یعنی 

2 گرم خواهد شد.

2 را به صورت توانی از 2 بنویسیم. حالا می خواهیم بدانیم آیا می توانیم 
2= را در نظر می گیریم و سعی می کنیم مقدار b را به دست آوریم. 2b معادلهٔ 

فعالیت
کار  باکتری ها  روی  آزمایشگاه  در  و  است  زیست شناس  محمد  پدر   .1
می کند. روزی او محمد را با خود به محل کارش برد و نوعی باکتری را در 
زیر میکروسکوپ، نشانش داد که در شرایط آزمایشگاهی در هر ساعت جرم 
آن 2 برابر می شود. سپس، از محمد خواست که جرم اولیهٔ باکتری را یک 
گرم در نظر بگیرد و جدول زیر را کامل کند. شما نیز به او در کامل کردن 

جدول کمک کنید.
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( ) ( )b b b b b b= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2
طرفین را به توان ٢ می رسانیم

⇒

=
1
22 2 بنابراین، داریم: 

 گرم خواهد بود و حدس شما درست است. حالا بعد از پانزده دقیقه، جرم 
1
22 1 ساعت(،  

2
پس، جرم باکتری ها بعد از نیم ساعت )

باکتری ها چند گرم خواهد شد؟

4 گرم خواهد بود. 2  گرم یا 
1
42 1 ساعت است، پس 

4
محمد: چون پانزده دقیقه، 

حالا شما مانند محمد جرم باکتری ها را در زمان های داده شده به دست آورید.

1 ساعت(
6
         = پس از 10 دقیقه ) = 6 2 = پس از 20 دقیقه )  ___ ساعت(     	

1 عدد حقیقی مثبت a را چنین تعریف می کنیم:

n
برای هر عدد طبیعی n ≤  2، توان 

=
1

nna a 	

) را تعریف نمی کنیم. همچنین،  )−
1
31 ) و  )−

1
22  را تعریف نمی کنیم. برای مثال، عبارت هایی مانند 

1
na  ، a >0 در این کتاب اگر

 بیان می شود، a را عددی مثبت در نظر می گیریم.
1
na هرجا عبارت های 

26=22*3=)22(3 2. در خصوص توان های صحیح اعداد دیدید که:	
دربارهٔ توان های گویای اعداد نیز می توانیم به طریقی مشابه عمل کنیم:

( )
×

= = =
2 1 1

2 32 23 3 33 3 3 3 	 ( )
×

= = =
5 1 1

5 45 54 4 47 7 7 7

و به طور کلی، داریم:

 را چنین تعریف می کنیم:
m
na  ،n و m برای دو عدد طبیعی ،a <0 هرگاه

=
m

n mna a 	

( ) ( )= =
m

m mn n na a a
1 1

	
. ( )= =

m
nm mnna a a بنابراین، 

−
=

m
n

m
n

a

a

1 − نیز به این صورت تعریف می شود:	
m
na همچنین 
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اعداد توان دار زیر را به شکل رادیکالی بنویسید.

=
3
45 	 =

7
96 	

−
=

2
1112 	

( )
−

=
8
31

2
3 	( / ) =

14
40 001 	

روابطی که در ابتدای درس دربارهٔ توان های صحیح اعداد یادآوری شد، درخصوص توان های گویا و حقیقی1 اعداد حقیقی مثبت 
نیز برقرار است.

am.an = am  + n )m و n اعداد حقیقی و a و b اعداد حقیقی مخالف صفر هستند.(	

−=
m

m n
n

a
a

a 	

am.bm = (ab  ) m
	

( )=
m

m
m

a a
bb

	

(a m  )n = a mn

	

کار در کلاس
1. هر یک از عبارت های توانی زیر را به صورت رادیکالی و عبارت های رادیکالی را به صورت توان دار بنویسید.

=
1
43                                                                  =

1
87                                                      =3 25

/ =122 7                                                        ( / )
1
20 31 =                                                     

101 =

2. با توجه به مسئلهٔ بیان شده در ابتدای معرفی توان های گویا، سرمایهٔ شرکت مذکور را مانند نمونه در هر یک از زمان های خواسته 
شده به دست آورید.

1 سال( بعد
2
) : 6ماه ) / ) /× = ×

1
2100 1 2 100 1 2 : 3سال و 6 ماه بعد                                           	

: 1 سال و 2 ماه بعد                                                                                                 : 200 روز بعد 	

1ـ در این کتاب، تمامی توان  های اعداد، گویا هستند.
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3. مانند نمونه، هر یک از اعداد توان دار زیر را به ساده ترین صورت ممکن بنویسید.

( )
×

= = =
1 1 1

222 2 24 2 2 2                                                                   
−

=
1
3125

=
1
2100                                                                                            

1
532 =

4.هر یک از عبارت های زیر را به ساده ترین صورت ممکن بنویسید.

( )× =
1
42 8                                                       ( )− =

1
34 1000

× =
1 2
3 33 3                                                        × =

3 5
4 47 7

÷ =
12
43125 125                                                ( / )× =

2 2
7 78 1 5

) نادرست است. )−
1
38 3− به صورت  8 ) نوشت. توضیح دهید که چرا نمایش  )−

1
38 3− را به صورت  8 5. دانش آموزی 

تمرین
6 با هم برابرند. 35  ، 4 25  ، 5 1. با استفاده از تعریف توان های گویا نشان دهید که 

2. حاصل هر یک از عبارت های زیر را به ساده ترین صورت ممکن بنویسید. )m ،a و n اعداد حقیقی مثبت اند.(

× =
11
433 3                        

( )−
× =

1 1
4 45 5                        × =

1 1
2 28 2                              ( ) =

1
6 32

( ) =
14
2

6

3

2                           

−
−

−

 
 

= 
 
 

a

a

41
2

1
4

                       

/ /× =0 26 0 743 3                        ( . ) ( ) =m n m n
3 1 1

2 2 34 2 2
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3. در هر یک از تساوی های زیر، مقدار x را مشخص کنید.

8x * 95 = 725 	(0/36)4 * (0/36)x * (0/36)-6 = (0/36)7 	

( )x =6
2

1
3

3
	 ×

=
× ×

x 5 3
8

2 5

15
5

3 3 3
	

ν( ν حجم کره( به دست می آید. = π 34

3
r 4. همان طور که می دانید، حجم کره ای به شعاع r با استفاده از فرمول 

الف( توضیح دهید که چگونه می توان با استفاده از مفهوم ریشه گیری و توان های گویا، شعاع کره ای به حجم ν را از فرمول زیر 
به دست آورد.

( )ν
=

π

1
33

4
r 	

π32 است، به دست آورید.

3
ب( شعاع این تانکر کره ای شکل را که حجم آن 

D

W m=4

L m=12

H m= 3

) )L طول، W عرض و H ارتفاع جعبه( به دست می آید. )= + +
1

2 2 2 2D L W H 5. اگر D قطر جعبهٔ زیر باشد، اندازهٔ آن از طریق تابع 

الف( با توجه به شکل، اندازهٔ D را به دست آورید.

ب( اگر اندازهٔ L =W = H =1m باشد، اندازهٔ D را به دست آورید.
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فعالیت
ـ اسلامی و حمایت کامل از ظرفیت های  »بنیاد ملی بازی های رایانه ای« با هدف تبیین، تقویت و ترویج مبانی فرهنگ و هویت ایرانی ـ

موجود صنعت بازی های رایانه ای، از سال 1385 شروع به کار کرده و تاکنون تولیدات خوبی داشته است.
یکی از تولیدات این بنیاد، »مجموعهٔ بازی های سبز« است که قرار است دانش آموز را در قالب بازی، به آموزش و نگهداری از 
منابع و ترویج فرهنگ درخت کاری هدایت کند. بازی به این صورت است که در شروع بازی یک امتیاز به بازیکن داده می شود. 
اگر بازیکن بتواند در طول بازی در مرحلهٔ اوّل، یکی از عوامل آلوده کنندهٔ محیط زیست را شناسایی و نابود کند، 3 امتیاز می گیرد. 
در مرحلهٔ دوم، اگر بازیکن بتواند عامل دیگری را که باعث تخریب محیط زیست می شود شناسایی و نابود کند، 9 امتیاز می گیرد و 
به همین ترتیب در مرحلهٔ بعد، 27 امتیاز، در مرحلهٔ بعد از آن 81 امتیاز و... خواهد گرفت. بازی زمانی تمام می شود که بازیکن 

به امتیاز 43046721 برسد. اکنون به سؤالات زیر پاسخ دهید.
1. فکر می کنید در مرحلهٔ ششم، بازیکن چند امتیاز خواهد گرفت؟

برای یافتن پاسخ، جدول زیر را کامل کنید.
جدول 1

میزان امتیازهای کسب شدهتعداد مراحل بازی

030 = 1
131 = 3
232 = 9
333 = 27
4?
?243
6?
7?
8?
9?

10?

درس3

تابع نمایی
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2. در کدام مرحله، میزان امتیازات کسب شده 6561 خواهد شد؟
3. آیا اعداد این جدول، الگویی را مشخص می کند؟ بین تعداد مراحل بازی و میزان امتیازات کسب شده، رابطه ای به دست آورید.
4. با توجه به رابطهٔ به دست آمده در قسمت قبل، آیا می توانید امتیازات کسب شده در مراحل دهم، بیستم و یا مرحلهٔ nام را به دست 

آورید؟

فعالیت
 f  (n)   =   2n ٔدر بخش دنباله ها، با توجه به مثلث خیام و اعداد واقع در این مثلث، الگویی را به دست آوردیم که به عنوان تابع از ضابطه

پیروی می کرد. دوباره به این فعالیت برمی گردیم؛
1. مقادیر به دست آمده در آن فعالیت را در جدولی تنظیم کنید و نقاط به دست آمده را روی دستگاه مختصات زیر نمایش دهید.

2. جدول زیر را با ماشین حساب کامل کرده ایم. این نقاط را نیز در دستگاه مختصات بالا نشان دهید.

2xx

10

0/707−
1
2

0/500-1

0/353−
3
2

0/250-2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 40

1

2

3

4

5

6

7

x

y
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3. اگر مقادیر تابع f   (x   ) = 2x را برای x های دیگر نیز به دست آوریم، نمودار تابع f   (x   ) = 2x به صورت زیر خواهد بود:

1ــ این تابع به این علت نمایی نامیده می شود که متغیر x در نما یا توان قرار دارد.

هر تابع به صورت y = a  x، که a یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک است، یک تابع نمایی1 نامیده می شود.

تذکر: حرف a معرف پایه و حرف x معرفِ نما یا توان است. با نمادهای تعریف شده در سال دهم برای یک تابع، می توان تابع نمایی 
f را به صورت زیر تعریف کرد:

      : +→ f

(a > 0 , a ≠ 1) } است. | , }∈ >x x x 0 ، مجموعهٔ  +
 منظور از 

	
فعالیت

الف( در فعالیت ابتدای این درس با تابع نمایی y =3x آشنا شدید. نقاط y حاصل شده در جدول صفحهٔ بعد را روی محورهای 
مختصات به دست آورید. سپس آنها را به هم وصل کنید.

: ( )+→ = 

xf f x a

x

y

0/5 1−1−2 1/5 2 2/5 3 3/5 40

0/5

1

1/5

2

2/5

3

3/5

4

3
4

5
4

7
4−

1

2
−

3

2
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جدول 2

y3xxمحاسبۀ y با استفاده از ماشین حساب تا سه رقم اعشار

0/1111
9

3-2-2

0/1921

3 3
−

3
23−

3
2

0/3331
3

3  -1-1

0/5771

3
−

1
23−

1
2

11300
1/7323

1
23

1
2

33311
5/1963 3

3
23

3
2

99322

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

یک  نقطهٔ  در   y = 3x تابع  نمودار  می شود،  دیده  که  همان گونه 
محور yها را قطع می کند. 

 را 
5
23 ب( با استفاده از نمودار تابع y = 3x، مقدار تقریبی عدد 

به دست آورید.
پ( نمودار توابع y = 3x ،y = 2x و y = 4x را در یک دستگاه 
رسم کرده ایم. ابتدا مشخص کنید کدام نمودار بیانگر هر یک از 
توابع فوق است. سپس، تفاوت ها و شباهت های بین این سه تابع 

را بیان کنید.
x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6
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فعالیت
یک صفحه کاغذ سفید را انتخاب کنید و آن را به دو قسمت مساوی تا بزنید. بعد از تا زدن، دو ناحیه به وجود می آید که مساحت 
هر یک، نصف مساحت اولیه است. اکنون کاغذ تا شده را یک بار دیگر تا بزنید. در دومین تا زدن، چهار ناحیه ایجاد می شود که 
1 مساحت اولیه است. در جدول 3 چگونگی تغییر مساحت ناحیه هایی که 

4
مساحت هر کدام از آنها، نصف مساحت قبلی، یعنی 

بر اثر تا زدن های متوالی ایجاد می شوند، نشان داده شده است.

جدول 3

میزان مساحت هر یک از ناحیه هاتعداد تا زدن ها
01

11
2

21
4

31
8

؟4

1؟
32

⁞⁞
؟8

1؟
1024

با توجه به اعداد جدول 3، چه الگویی را می توانید پیشنهاد دهید؟
در نمودار زیر، رابطهٔ تعداد تا زدن ها و میزان مساحت هر یک از ناحیه ها نمایش داده شده است.

ه ها
احی

ز ن
ک ا

ر ی
ت ه

ساح
م

تعداد تا زدن ها

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120

1

1
2

1
4

1
8
1

16
1
32

نقطهٔ تقاطع منحنی با محور yها چیست؟
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فعالیت

 را در نظر بگیرید و با استفاده از ماشین حساب، جدول زیر را کامل کنید.
x

y  =   
1
2

1. تابع 

جدول 4

yمحاسبه y با ماشین حساب تا 3 رقم اعشار
x 

  
1
2

x

44
− 

  

2
1
2

-2

− 3
2

-1

− 1
2

0

1
2

1

3
2

2

2. نقاط به دست آمده در جدول بالا را روی صفحهٔ مختصات به دست آورید و به هم وصل کنید. آیا می توانید به کمک نمودار، 

 را برای هر عدد دلخواه x حدس بزنید؟
x 

  
1
2

مقدار تابع 

 را با نمودار تابع y = 2x، که در فعالیت های قبلی رسم کرده بودید، مقایسه کنید. چه تفاوت اساسی بین 
x

y  =   
1
2

3. نمودار تابع 

این دو نمودار ملاحظه می کنید؟

در تابع نمایی y = a  x، اگر a < 1 > 0 باشد، وقتی x بزرگ می شود، مقدار y کم می شود و برای xهای کوچک تر 
از صفر، با کاهش مقدار x مقدار y به سرعت افزایش پیدا می کند.
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                      کار در کلاس 

) را در همان  ) ( )= xg x
a
1 تابع نمایی f   (x) = a  x را در نظر بگیرید. با انتخاب عدد a (a > 1)، نمودار f   (x) را رسم کنید. نمودار 

صفحهٔ مختصات رسم کنید. دو نمودار حاصل را با هم مقایسه کنید.

تمرین

تکثیر  قابلیت  این سلول ها  تولید می شود.  انسان  بنیادی جنین  دانشگاهی، سلول های  به جهاد  وابسته  رویان  پژوهشکدهٔ  در   .1
نامحدودی دارند و می توانند تمام انواع سلول های بدن نظیر عصب و ماهیچهٔ قلب را به وجود آورند. در شکل زیر، روند تکثیر 

سلول بنیادی جنین در سه مرحله نشان داده شده است.

اگر روند تکثیر سلول بنیادی جنین مانند شکل بالا، ادامه پیدا کند:
الف( پس از چند مرحله، تعداد سلول های تکثیر شده 2048 سلول خواهد شد؟

ب( در مرحلهٔ هشتم، چه تعداد سلول تکثیر شده است؟
پ( آیا می توانید الگویی برای تکثیر سلول ها مشخص کنید؟

2. یک نمونهٔ واقعی )شبیه به تمرین یک( بیان کنید که از الگوی تابع نمایی پیروی کند.

1 رسم شده است. مشخص کنید هر نمودار مربوط به کدام تابع است.
4

x

y  =  
 

  = 41
4

x

y  =  
 

1    و 
4

x

y  =  
 

3. در شکل صفحه بعد، نمودار دو تابع 

حله اول
مر مرحله دوم مرحله سوم
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x

y

0

1

x

y

0

1

را در یک دستگاه )صفحهٔ مختصات( رسم کنید و تفاوت ها و شباهت های  1
4

x

y  =  
 

 = 
x

 
 
 

1
4

و 1
4

x

y  =  
 

 =
x

 
 
 

1
3 و 1

4

x

y  =  
 

 =
x

 
 
 

1
2

4. نمودار توابع 
آنها را برشمرید.

را در یک دستگاه رسم کنید و سپس، آنها را با یکدیگر مقایسه کنید. 1
4

x

y  =  
 

 = 3  x و 1
4

x

y  =  
 

 = 
x

 
 
 

1
3

5. نمودار توابع 

رشد و زوال نمایی
در این قسمت یکی از کاربردهای مهم توابع نمایی را بررسی می کنیم. ابتدا رشد نمایی را مورد توجه قرار می دهیم:

فعالیت
احسان هفده ساله است. پدرش قصد دارد مبلغ ده میلیون تومان برای او سرمایه گذاری کند. او با توجه به اینکه سال 1397 به 
فرمودهٔ رهبر معظم انقلاب اسلامی سال »حمایت از کالای ایرانی« نام گذاری شده است، تصمیم گرفته است که این مبلغ را در یک 
شرکت تولیدکنندهٔ کالای ایرانی سرمایه گذاری کند. این شرکت اعلام کرده است که در پاسخ به اعتماد سرمایه گذاران به فعالیت های 

تولیدی اش، در پایان هر سال، 14 درصد سود علی الحساب به آنان پرداخت خواهد کرد.
جدول زیر را در نظر بگیرید؛

جدول 5

مبلغ سرمایه گذاری شده در شرکت تولیدیسن احسان

10,000,000 تومان17

18

19

⁞

23
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برای تکمیل جدول 5، ابتدا مبلغ سرمایه گذاری شده در 18 سالگی احسان )یک سال بعد از سپرده گذاری در شرکت( را به دست آورید.

, , , , , , + × = + =  
14

10000000 1 400000 11 400000
100

 

	

بنابراین، در جدول شمارهٔ 5، باید در سطر دوم عدد 11,400,000 گذاشته شود.

اکنون سطر سوم جدول را محاسبه کنید.

 در واقع، باید میزان مبلغ سپرده گذاری شده در 18 سالگی احسان را در نظر بگیریم و بر اساس سود 14 درصد، مبلغ جدید سپرده گذاری شده

را در 19 سالگی او )دو سال پس از سرمایه گذاری اولیه( به دست آوریم:

11,400,000 + ... = ... + ... = ... 	

همان گونه که ملاحظه می کنید، میزان موجودی در 19 سالگی احسان به صورت زیر خلاصه می شود:

10,000,000 * (1/14)2 = 12,996,000 	

با توجه به فرمول فوق، میزان موجودی را در 23 سالگی احسان به دست آورید و جدول صفحه قبل را کامل کنید.

معادلهٔ کلی رشد نمایی، به صورت f   (t) = c   (1 + r)t است که در آن f  (t) بیانگر مقدار نهایی، c بیانگر مقدار اولیه، 
r بیانگر میزان رشد )تغییرات برحسب اعشار( و t بیانگر زمان است.

بنابراین در فعالیت قبل، معادلهٔ کلی که بیانگر مبلغ سرمایه گذاری پس از t سال است، به صورت زیر محاسبه می شود:
f   (t) = 10,000,000 * (1 + 0/14)t

کار در کلاس
در ابتدای سال 1990 میلادی، جمعیت کرهٔ زمین حدود 5/2 میلیارد نفر بوده است. اگر رشد جمعیت به صورت نمایی و با ضریب 
ثابت 2 درصد در سال باشد، پس از 30 سال جمعیت کرهٔ زمین به چند میلیارد نفر خواهد رسید؟ پس از 35 سال، 70 سال و 105 
سال جمعیت کرهٔ زمین چه میزان خواهد شد؟ با توجه به محاسبات بالا، آیا می توانید وضع جمعیت کرهٔ زمین را در هر دورهٔ زمانی 

35 ساله مقایسه کنید؟ چه نتیجه ای می گیرید؟

زوال نمایی
اگر مقدار تابع پس از گذشت زمان کاهش یابد، به آن مسئله زوال می گوییم. حال اگر تابع مورد نظر تابع نمایی باشد، می توان صحبت 

از زوال نمایی کرد.

 r ،بیانگر مقدار اولیه c ،بیانگر مقدار نهایی f   (t) است که در آن f   (t) = c  (1 - r)t معادلهٔ کلی زوال نمایی، به فرم
بیانگر میزان نزول برحسب اعشار و t بیانگر زمان است.
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مثال: جمعیت کشوری، در سال 2000 میلادی حدود چهل میلیون نفر برآورد شده است. اگر رشد جمعیت این کشور با نرخ 
یک درصد در حال کاهش باشد، جمعیت آن در سال 2018 میلادی چند نفر خواهد بود؟

حل: با جای گذاری r ،c و t در معادلهٔ کلی زوال نمایی، جمعیت این کشور در سال 2018 میلادی برابر است با:

y = 40,000,000 (1 - 0/01)18 = 3,338,600 	

تمرین
1. در یکی از فعالیت های بخش اوّل این درس، به یک شرکت تولیدکنندهٔ محصولات فرهنگی اشاره کردیم. اگر یکی از سهام داران 
این شرکت، در سال 1397 مبلغ چهل میلیون تومان در این شرکت سرمایه گذاری کند، پس از ده سال چه مبلغی به سرمایهٔ این 

سهام دار اضافه خواهد شد؟

2. جمعیت شهری یک میلیون نفر است. اگر رشد جمعیت به صورت نمایی و با ضریب ثابت 6 درصد در سال باشد، جمعیت این 
شهر پس از ده سال چند نفر خواهد شد؟

3. جزیره ای پر از موش شده بود. مسئولان تصمیم گرفتند به کمک گربه ها با موش ها مقابله کنند. در آن سال، جمعیت موش ها 
23576 بود که پس از مبارزه با آنها، این تعداد با نرخ 2/5 درصد در سال رو به کاهش گذاشت. در همان سال، جمعیت گربه ها 

15786 بود که با نرخ 1/8 درصد در سال رو به افزایش گذاشت.
الف( در یک جدول، جمعیت موش ها را در 10 سال متوالی به دست آورید.

ب( همین کار را برای جمعیت گربه ها طی 10 سال متوالی انجام دهید.
پ( آیا می توانید حدس بزنید که در چه زمانی جمعیت گربه ها بیشتر از موش ها می شود؟

ت( آیا می توانید حدس بزنید که در چه زمانی جمعیت موش ها و گربه ها با یکدیگر برابر می شود؟
ث( اگر همین روند ادامه پیدا کند، برای جمعیت گربه ها و موش ها چه اتفاقی می افتد؟
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سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی جهت ایفای نقش خطیر خود در اجرای سند تحول بنیادین در آموزش و پرورش و برنامه درسی ملی جمهوری اسلامی ایران، مشارکت معلمان را 
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کتاب های درسی نونگاشت، کتاب های درسی را در اولین سال چاپ، با کمترین اشکال به دانش آموزان و معلمان ارجمند تقدیم نماید. در انجام مطلوب این فرایند، همکاران گروه تحلیل 
محتوای آموزشی و پرورشی استان ها، گروه های آموزشی و دبیرخانۀ راهبری دروس و مدیریت محترم پروژه آقای محسن باهو نقش سازنده ای را بر عهده داشتند. ضمن ارج نهادن به تلاش 
تمامی این همکاران، اسامی دبیران و هنرآموزانی که تلاش مضاعفی را در این زمینه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان را در بهبود محتوای این کتاب یاری کرده اند به شرح زیر اعلام می شود.
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